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Предисловие 


Эта книга возникла на основе курсов лекций по римановым 
поверхностям, которые автор читал в университетах Мюнхена, 
Регенсбурга и Мюнстера. Ее цель— дать введение в эту MHO- 
гогранную и красивую область анализа, а также изложить 
методы теории комплексных многообразий в частном случае 
комплексной размерности |, где они особенно просты и про- 
зрачны. 

Книга делится на три главы. В первой главе мы рассмат- 
риваем римановы поверхности с точки зрения теории накры- 
тий и в краткой форме развиваем необходимые для этого 
топологические понятия. Затем строятся римановы поверхно- 
сти, которые получаются при аналитическом продолжении 
ростков функций, и, в частности, римановы поверхности алге- 
браических функций. Более подробно мы занимаемся анали- 
тическими функциями со специальным характером многознач- 
ностей, например первообразными голоморфных дифференци-. 
альных форм и решениями линейных дифференциальных 
уравнений. 

Вторая глава посвящена теории компактных римановых 
поверхностей. Излагаются основные классические результаты, 
такие, как теорема Римана — Роха, теорема Абеля и проблема 
обращения Якоби. Важнейшим техническим средством здесь 
является теория когомологий со значениями в пучках. При 
этом мы ограничиваемся одномерными когомологиями, которые 
допускают сравнительно простое описание. Все основные тео- 
ремы получаются (согласно Серру) из конечномерности первой 
группы когомологий со значениями в пучке голоморфных 
функций. Доказательство этого предложения в свою очередь 
основывается на локальной разрешимости неоднородных урав- 
нений Коши —Римана и лемме Шварца. 

В третьей главе доказываются теорема Римана об отобра- 
жениях для односвязных римановых поверхностей, а также 
основные теоремы Бенке— Штейна для некомпактных PHMA- 
новых поверхностей (аппроксимационная теорема Рунге, тео- 
ремы Миттаг-Леффлера и Вейерштрасса). При этом для реше- 
ния задачи Дирихле мы применяем метод Перрона, а для 


in = net ee 
=> re en 
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доказательства аппроксимационной теоремы Рунге при помощи 
леммы Вейля — метод Мальгранжа. Кроме того, в дополнении 
к гл. [ мы приводим теорему Штейна о существовании голо- 
морфных функций с заданными автоморфными слагаемыми, а 
также решение Рёрля проблемы Римана — Гильберта на не- 
компактных римановых поверхностях. 

Мы старались по возможности уменьшить объем необходи- 
мых предварительных сведений и развивать нужный аппарат 
в самой книге. Все же ожидается, что читатель владеет осно- 
вами теории функций одного переменного, общей топологии 
и алгебры. Кроме того, в гл. Пи Ш используются некото- 
рые факты из дифференциальной топологии и функционального 
анализа; они собраны в приложении. Теория интегрирования 
Лебега нам не. понадобится: мы будем интегрировать только 
голоморфные или дифференцируемые функции и формы. Мы 
стремились также не употреблять без доказательства резуль- 
таты по топологии поверхностей. 

Объем излагаемого материала соответствует примерно трем 
односеместровым курсам лекций. Заметим, что в гл. Ши III 
предполагается знакомство лишь с частью предыдущей главы. 
Так, ознакомившись с 6 1, 6 и 9 (определения римановых по- 
верхностей, пучков и дифференциальных форм), можно сразу 
перейти к гл. IL. В свою очередь из нее нужны только $ 12—14, 
чтобы затем в гл. ПГ можно было изучать основные теоремы 
теории некомпактных римановых поверхностей. | 

Я благодарю за поддержку моих коллег: Г. Крауса, кото- 
рый обработал лекции по компактным римановым поверхно- 
стям, читанные мною в Мюнхене в 1968 г., и К. Кнорра и 
Д. Ляйстнера, помогавших при чтении корректур; кроме того, 
Д. Ляйстнер составил указатель. | 

О. Форстер 


Глава | 


НАКРЫТИЯ 


Теория римановых поверхностей обязана своим происхожде- 
нием тому простому факту, что при аналитическом продолже- 
нии голоморфных функций вдоль различных путей могут по- 
лучаться различные значения функций. Поэтому если росток 
голоморфных функций неограниченно аналитически продол- 
жать, то, вообще говоря, получится многозначная функция. 
А чтобы опять получилась однозначная функция, область опре- 
деления заменяют лежащей над комплексной плоскостью мно- 
голистной поверхностью, которая над каждой точкой основа- 
ния имеет столько точек, сколько оказывается различных 
функциональных ростков у продолженной функции. Тогда на 
этой «накрывающей поверхности» аналитическая функция бу- 
дет однозначной. Абстрагируясь от того факта, что эта по- 
верхность простирается над комплексной плоскостью (или чис- 
ловой сферой), мы получаем общее понятие римановой поверх- 
ности как области определения аналитических ЕВ одного 
переменного. 

В этой главе мы обсуждаем прежде. всего С понятие 
римановой поверхности и затем понятие накрытия с тополо- 
гической и аналитической точек зрения. Теория накрытий 
потом применяется к проблеме аналитического продолжения, 
к построению римановых поверхностей алгебраических функ- 
ций, интегрированию дифференциальных форм и к решению 
линейных дифференциальных уравнений. 


$ |. Определение римановых поверхностей 


В этом параграфе мы определяем римановы поверхности, по- 
нятия голоморфных и мероморфных функций на них, а также 
голоморфные отображения между римановыми поверхностями. 

Римановы поверхности —это двумерные многообразия с до- 
полнительной структурой, которую еще предстоит определить. 
Как известно, п-мерным многообразием называется хаусдор- 
фово пространство Х, каждая точка которого обладает окрест- 
ностью, гомеоморфной некоторому открытому подмножеству в К”, 
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1.1. Определение. Пусть Х — двумерное многообразие. Ком- 
плексная карта на X есть гомеоморфизм ф: И —-V некоторого 
открытого подмножества Ис Х на открытое ‘подмножество 
Усс. Две комплексные карты ф; U,—V, 1=1, 2, назы- 
ваются биголоморфно согласованными, если отображение 


P 097: 9, (И. ПИ,) —+Ф, (Ц, ПЦО,) 


биголоморфно (рис. 1). Комплексным атласом на Х называется 
система %={ф;: U,—V,, ГЕ 1} попарно биголоморфно согла- 
сованных карт, покрывающих Х, т. е. ‚u U,=X. Комплекс- 
Le / 

ные атласы A и V’ на X называются биголоморфно согласо- 
ванными, если каждая карта из A биголоморфно согласована 
с каждой картой из УГ. 


1.2. Замечания. (а) Если ф: И —>У—комплексная карта, 
U, открыто в U u У,:=Ф(И.), то ф: U,—V,— Tome карта, 
биголоморфно согласованная с ф: И —И. 

(6) Учитывая тот факт, что композиция биголоморфных 
отображений тоже биголоморфна, легко проверить, что биго- 
ломорфная согласованность между комплексными атласами 
является отношением эквивалентности. | 


1.3. Определение. Комплексной структурой на двумерном 
многообразии Х называется класс эквивалентности биголо- 
морфно согласованных атласов на Х. 


Таким образом, комплексную структуру на Х можно опре- 
делять, задавая один комплексный атлас. Всякая комплекс- 
ная структура » на X обладает однозначно определенным 
максимальным атласом A*: если 3 — какой-нибудь атлас из 2, 
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то Ü* состоит из всех комплексных карт на Х, биголоморфно 
согласованных с каждой картой из N. 


1.4. Определение. Риманова поверхность есть пара (X, 2%), 
состоящая из связного двумерного многообразия Х и комп- 
лексной структуры » на X. 

Чаще всего пишут только X вместо (X, 2%), когда ясно, 
какая комплексная структура имеется в виду. Иногда пишут 
также (X, 3), когда атлас A является представителем У. 


Соглашение. Если X —- риманова поверхность, то под картой 
на Х всегда понимается некоторая комплексная карта из мак- 
симального атласа комплексной структуры на X. 

Замечание. Локально риманова поверхность Х есть не что 
иное, как открытое множество в комплексной плоскости; при 
помощи карты ф: И —УссС открытое множество UCX биек- 
тивно накрывает У. Однако заданная в Х точка принадлежит 
многим картам, и ни одна из них не является предпочтитель- 
ной. Поэтому из теории функций в комплексной плоскости 
на римановы поверхности можно перенести только те понятия, 

которые инвариантны относительно биголоморфных отображе- 
ний, т. е. для которых не надо потом указывать, какая ‚спе- 
циальная карта выбирается. 


1.5. Примеры римановых поверхностей. 


(а) Гауссова числовая плоскость С. Ее комплексная струк- 
тура определяется атласом, единственной картой которого яв- 
ляется тождественное отображение С -—+ С. 

(5) Область. Пусть Х —риманова поверхность и YcX— 
некоторая область (т. €. открытое связное подмножество). 
Тогда У естественным образом тоже становится римановой 
поверхностью, если комплексную структуру определить при 
помощи ‘атласа, состоящего из всех комплексных карт ф: U—V 
на X, для которых ИСУ. 

В частности, любая область УС является римановой по- 
верхностью. 

(с) Риманова числовая сфера P,. Положим Р,:=С Ц {05}, 
где со есть символ, не принадлежащий С. Введем в P, сле- 
дующую топологию: пусть открытыми множествами будут обыч- 
ные открытые множества ИС, а кроме того, множества вида 
УЦ {оо}, где У=С есть дополнение к некоторому компакту 
КссС. Благодаря этому P, превращается в компактное хаус- 
дорфово пространство (которое гомеоморфно двумерной сфере 5,). 


Мы полагаем 
| О1:=Р1\ {00} = С, 
Из: =Р, N = Ц {о}. 
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Пусть отображения ф;: U,—C, 1=1, 2, определяются сле- 
дующим образом: @, есть тождественное отображение, а 


><&f Ye ДЕ 0* 
в.д: 0 для z=m; 


тогда ф;: U,—Ü—romeomopdbusmbl. Это показывает, что P, 
является двумерным многообразием. Так как U, и U, связны 
и имеют непустое пересечение, то P, тоже связно. 

Комплексная структура на P, определяется теперь при 
помощи атласа, состоящего из карт ф;: И, —С, 1=1, 2. Для 
этого нам надо еще проверить, что карты биголоморфно согла- 
сованы. Но 9, (U,NU,)=9,(U,NU,)=C* u 


фо 97: С* —(С*, zı>ljz, 
— биголоморфное отображение. 


Замечание. Обозначение P, взято потому, что P, можно 
понимать как одномерное проективное пространство над полем 
комплексных чисел. 


(4) Торы. Пусть ®,, ® ЕС —комплексные числа, линейно 
независимые над КЮ, и 


Г: = Ze, + 0, ={по, + то,: п, ЕЙ}. 


Множество Г называют решеткой, натянутой на @, и о, (рис. 2). 
Два комплексных числа 2, г’ ЕС называются эквивалентными 


Рис. 2. 


то Г, если 2—2’ EI‘. Множество всех классов эквивалент- 
ности обозначается С/Г. Пусть л: С —> С/Г есть каноническая 
проекция, которая каждой точке ZEÜ ставит в соответствие 
ее класс эквивалентности п1о4 Г. 
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Введем в С/Г следующую топологию (фактортопологию): 
подмножество Ис<С/Г называется открытым тогда и только 
тогда, когда множество л-1(И)<С открыто. Таким образом, 
С/Г становится хаусдорфовым пространством и факторотобра- 
жение л: С —» С/Г непрерывно. Так как С связно, то С/Г тоже 
связно. Более того, С/Г— компакт, так как оно является об- 
разом относительно л компактного параллелограмма 


Р:= Av, ро»: A, вЕ[О, 1]}. 


Отображение л открыто, т. е. образ каждого открытого мно- 
жества У=С открыт. Для этого надо только показать, что 


Г: = л-1 (л (У)) открыто. Но 
V= U(o-+V), 
ФЕГ 


каждое множество @-+-V открыто, а значит, и V тоже. 

Теперь введем на С/Г комплексную структуру следующим 
образом. Пусть УсС— открытое множество, не содержащее 
ни одной пары различных точек, эквивалентных п104 Г. Тогда 
U:=n(V) открыто и п: У И — гомеоморфизм. Обратное 
к нему отображение ф: U —У задает комплексную карту Ha 
С/Г. Пусть A есть множество всех карт, которые можно по- 
лучить таким образом. Мы покажем теперь, что любые две 
карты ф; И; —>У,, 1=1, 2, из % ‘биголоморфно согласованы. 
Рассмотрим отображение 


ф: = 9, 097": 9, (И, ПО.) >. (И: ПО,). 


Для каждой 2Еф, (И. ПЦ.) имеем л ($ (2)) =ф:* (2) =л(2г) и, _ 
значит, 1р (2) —2ЕГ. Так как Г дискретно, a ф непрерывно, 
то отсюда следует, что функция 1р(2)—2г постоянна на каждой . 
связной компоненте множества @,(U,NU,). Таким образом, 
р, а также 4-1 — голоморфные отображения. Тем самым в С/Г 
a комплексная структура, которая определяется атла- 
сом 


Замечание. Пусть $: = {26 С: |2 | = 1} есть одномерная сфера 
(окружность). Сопоставляя каждой точке из С/Г с представи- 
‘телем Ao, + цю, (A, ВЕК) точку 


(ет, e?rin) € IX, 
мы получаем гомеоморфизм С/Г на Top 5: Х 51. 


1.6. Определение. Пусть Х—риманова поверхность и 
Ус Х— ее открытое подмножество. Функция. f: Y—C назы- 
вается голоморфной, если для каждой карты ф: U—V на X 
‘функция 

[оф *: g(UnY)—C 
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в обычном смысле голоморфна на открытом множестве 
ф(И ПУ) С. Множество всех голоморфных на У функций 
обозначается символом 0 (У). | 


1.7. Замечания. (а) Сумма и произведение голоморфных 
функций —тоже голоморфные функции, так же как и `посто- 
янные функции. Таким образом, 0(У) является С-алгеброй. 

(5) Условие, сформулированное в определении, надо про- 
верять, конечно, не для всех карт из максимального атласа. 
на Х, а только для некоторого семейства карт, покрываю- 
щего У. Тогда оно будет автоматически выполняться для всех 
остальных карт. 

(с) Если ф: И —*И— карта на X, то ф является комплекс- 
нозначной функцией на U. Она, очевидно, голоморфна. Функ- 
ция ф называется локальной координатой, а (U, @)— коорди- 
натной окрестностью каждой ` точки аЕЦИ. В связи с этим 
вместо ф часто употребляют букву 2. 


1.8. Предложение (теорема Римана об устранимой особен- 
ности). Пусть U — открытое подмножество некоторой рима- 
новой поверхности и аЕ И. Пусть функция Е б(И`\\{а\) огра- 
ничена в проколотой окрестности точки а. Тогда | однозначно 
продолжается до функции FEG6(U). 

Это следует непосредственно из теоремы Римана об устра- 
нимой особенности в комплексной плоскости. 

Перейдем теперь к определению голоморфных отображений 
между римановыми поверхностями. 


1.9. Определение. Пусть X и Ур—римановы поверхности. 
Непрерывное отображение }: X —-Y называется голоморфным, 
если для каждой пары карт Q,: U,—V, на X иф.: И, И, 
на У, таких, что [(U,) CU,, отображение 


9ofogit: И, У, 


голоморфно в обычном смысле. 

Отображение {: Х — У называется биголоморфным, когда 
оно биективно и как [: X—Y, таки] *: У —* Х голоморфны. 
Две римановы поверхности Х, У называются изоморфными, 
если существует биголоморфное отображение f: X—Y. 


1.10. Замечания. (а) В частном случае У = С голоморфные 
отображения f: X — С —это, очевидно, то же самое, что голо- 
морфные функции. 

(b) Если Х, У, (—римановы. поверхности и fi ху; 
5: Y— Z — голоморфные отображения, то их композиция 
бо]: X—Z тоже голоморфна. | 


+ 
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(с) Непрерывное отображение {: X—Y между двумя ри- 
мановыми поверхностями голоморфно тогда и только тогда, 
когда для всякого открытого множества УсУ и всякой голо- 
морфной функции фЕб(У) «поднятая» функция pof: fr! (У) —С 
принадлежит 0 ([-*(У)). Это следует прямо из определений и 
замечаний (1.7с) и (1.10). 

Таким образом, a отображение f: Х —›У инду- 
цирует отображение 


№: 6(У)—>6({-1(У)), Fo)=gpof. 


Легко проверить, что [* является гомоморфизмом колец. Если 
5: У — / — другое голоморфное отображение, № открыто в Z, 
У: = #1 () и О:= FW), то (вор*: 6 (И) —>6(И) является 
композицией и. 0 6(W)—6W) и 7:0 (У) 610), 
т. е. (gof)'=f* og*. 


1.11. Предложение (теорема единственности). Гиусть X, У — 
римановы поверхности и |,, |: Х —>У —голоморфные отобра- 
жения, которые совпадают на ‚некотором подмножестве ACX, 
обладающем предельной точкой аЕ X. Тогда f, и |, совпадают 
тождественно. 


Доказательство. Пусть G есть множество всех точек ХЕХ, 
обладающих окрестностью W, такой, что /,|W=f,|W. По 
определению, С открыто. Покажем, что G также и замкнуто. 
В самом деле, ‘пусть точка 6 принадлежит границе G. Из не- 
прерывности f, и f, следует, что }, (6) =}, (6). Поэтому имеются 
карты ф: U—V на X ит: U’—V’ на У, такие, что bEU 
и f,(U)CU’. Кроме того, мы можем считать, что U связно. 
Отображения 


g:=bofrogt: V>V'cC 


голоморфны. Так как UNGQ, то g, и &, совпадают по тео- 
реме единственности для голоморфных функций в областях 
комплексной плоскости С. Поэтому f,|U=f,|U. Отсюда сле- 
дует, что БЕС и, значит, множество G замкнуто. Так как X 
связно, то либо @ = ©, либо G=X. Но первый случай не 
подходит, так как (снова по теореме единственности на пло- 
скости) аЕ@. Таким образом, [, и |, совпадают на всей по- 
верхности Х. 


1.12. Определение. Пусть Х — риманова поверхность и У — 
открытое подмножество Х. Мероморфной функцией на У на- 
зывается голоморфная функция Е У’ С, определенная на 
открытом подмножестве Y’CY со следующими свойствами: 


(1) У У’ состоит только из изолированных точек; 
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(ii) для каждой точки pEY\NY’ имеем 
Пт |{ (%)| = ©. 
x>p 


Точки множества У\\ У’ называются полюсами функции f. Мно- 


жество всех мероморфных на У функций обозначается CHMBO- 
ЛОМ о (У). 


1.13. Замечания. (а) Пусть (U, г) есть координатная окрест: 
ность полюса р функции {| с z(p)=0. Тогда в некоторой 
окрестности р функцию | можно разложить в ряд Лорана 


oo 
= 52 и 
v=-k 


(b) Множество cA#(Y) естественным образом становится 
С-алгеброй. Сумма (соотв. произведение) двух мероморфных 
функций |, SE «И (У) определена прежде всего как голоморф- 
ная функция там, где ри © вместе голоморфны; далее, по 
теореме Римана об устранимой особенности, f-+g (соотв. /g) 
продолжается на возможные устранимые особенности. 


1.14. Пример. Пусть >| и. : 
Е (г) = 2 ег”... -с,, съ ЕС, 


— многочлен. Тогда F определяет голоморфное отображение 
Е: C—C. Рассматривая С как подмножество P,, мы имеем 
Ни | Ё (2)| = оо. Таким образом, FEA(P,). 

z> 


<й теперь рассмотрим интерпретацию мероморфных функций 
как отображений в риманову сферу. 


1.15. Предложение. //усть Х — риманова поверхность и 
FEM(X). Для каждого полюса р функции | положим по опре- 
делению | (р):= со. Тогда получается голоморфное отображение 

: Х—-Р,. Обратно, если f: X — р оломорфное отображе- 
"Aue, то либо |—константа, равная со, либо F*(oo) состоит. 
только из изолированных точек и тогда Е Х\Е" (©) —C 
есть мероморфная функция на Х. 

В дальнейшем мы будем отождествлять мероморфную функ- 
цию / Е (Х) u соответствующее ей голоморфное отображение 

: Х—Р.. 


Доказательство. (а) Пусть FEH(X) и Р—множество по- 
люсов f. Определяемое f отображение, во всяком случае, не- 
прерывно. Пусть ф: U—V ит: И’—У’— карты на X и р, 
соответственно, такие, что [(U)CU’. Нам надо показать, что 
отображение 


g:=Wbofog-t: V—V'’ 
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голоморфно. Так как } голоморфна на Х`\Р, то g голоморфна 
на УХ ф(Р). По теореме Римана 06 устранимой особенности‘ в 
голоморфна на всем И. 


(5) Обратное следует из. теоремы единственности 1.11. 


1.16. Замечание. Из (1.11) и (1.15) следует, что теорема 
единственности справедлива также для мероморфных функций 
на римановой поверхности X. Поэтому функция [ЕЯ (Х), 
отличная от тождественного нуля, имеет только изолирован- 
ные нули. Из этого следует, что HM (X) есть поле. 


$ 2. Элементарные свойства 
голоморфных отображений 


В этом параграфе мы доказываем несколько элементарных 
топологических свойств голоморфных отображений римановых 
поверхностей и показываем, как из них выводятся известные 
теоремы теории функций на плоскости, такие, как теорема 
Лиувилля и основная теорема алгебры. 


2.1. Предложение (локальная форма голоморфных отобра- 
жений). /Iycmo X, У — римановы поверхности, Ё: Х —Ур— не- 
постоянное голоморфное отображение, аЕ Х ив: = [| (а). Тогда 
найдется натуральное число Е > 1 и карты ф: Ц —У на Хит: 
. U’—V’ на У со следующими свойствами: 

(i) aEeU, (а) =0; bEU, $(5) =0; 

Gi) FU)EU”; 

(iii) отображение Е: =фо[оф-*; V—V’ имеет вид 
Р(@)=2”. для вех: 2ЕИ. 


Доказательство. Прежде всего можно найти карты фу: 
U;,—V, на X ит: U’—V’ на У, такие, что свойства (1) и (ii) 
выполняются с (U,, $ф,) вместо (U, Ф). По FENDER единствен- 
ности, функция 

fi: =Wwofogr': V,;—V' eC 


отлична от константы и f;,(0)=0. Таким образом, существует 
& > 1, такое, что f, (2) = 2^9 (г), где в — голоморфная в И, функ- 
ция с 9(0)==0. Поэтому в некоторой окрестности точки 0 
существует голоморфная функция А, такая, что h?*=g. Соот- 
ветствие 2н>21 (2) осуществляет биголоморфное отображе- 
ние ©: V,—V некоторой открытой окрестности нуля У. <У, на 
открытую окрестность нуля У. Пусть И: =фи" (И,).  Заменим 
теперь карту ф,: Ц, >И, на ф: Ч У, где ф=Фоф,. Тогда 
по построению отображение Е=фо[оф ' имеет вид Р (2) = 2^, 
Ч. Т. Д. 
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2.2. Замечание. Число А в предложении 2.1 можно охарак- 
теризовать следующим образом: для всякой окрестности Ц. Эа 
найдутся окрестности UcCU, точки a u W точки В =] (а), 
такие, что для каждой точки yEW, у=- 6, множество [-* (у) ПИ 
состоит ровно из Ё элементов. Число К называется крат- 
ностью, с которой отображение { принимает значение 6 в 
точке да. 


2.3. Пример. Пусть ] (2) = 2° + с.2*-1--... с, — многочлен 
степени №. Тогда | можно рассматривать как голоморфное 
‚ отображение f: PR—P,c [| (00) = сю (см. $ 1). Используя карты 
В 00, легко посчитать, что со принимается с кратностью k. 


2.4. Следствие. Пусть X, У —римановы поверхности и |: 
X — У — непостоянное голоморфное отображение. Тогда F— 
открытое отображение, т. е. образ всякого открытого мно- 
жества открыт. | 


Доказательство. Из предложения 2.1 непосредственно сле- 
дует, что если Ц — окрестность точки аЕХ, то (И) —окрест- 
ность точки (a). Из этого следует открытость. 


2.5. Следствие. Густь X, У — римановы поверхности и |: 
Х > У — инъективное голоморфное отображение. Тогда | осу- 
ществляет биголоморфное отображение X на (X). 


Доказательство. Так как f инъективно, то число k, о ко- 
тором говорится в предложении 2.1, всюду равно единице. 
Отсюда следует, что обратное отображение |7: [(Х)—Х 
голоморфно. 


2.6. Следствие (принцип максимума). Густь X — риманова 
поверхность uf: X —*+ С— непостоянная голоморфная функция. 
Тогда |f| не может принимать в X своего максимального 
значения. _ 


Доказательство. Предположим, что есть точка а X, такая, 
что 
Ю: =|[ (а) |=зир {11 (|: ХЕХ}. 
ЕФеК: ={2 ЕС: [2] В}. 


Так как множество f(X) открыто, то все оно лежит внутри К, 
а это противоречит условию ]} (а) Е OK. 


Тогда 


2,7. Предложение. Пусть X, У— римановы поверхности, 
X компактна и |: Х-»У — непостоянное голоморфное отобра- 
жение. Тогда У тоже компактна и отображение } сюръективно. 
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Доказательство. Согласно (2.4), множество [(Х) открыто. 
Так как X компактна, то [(Х) компактно и, значит, замк- 
нуто. Так как в связном пространстве единственными одно- 
временно открытыми и замкнутыми множествами являются 
пустое множество и все пространство, то {(Х)=У. ов 
образом, { сюръективно и У компактна. 


2.8. Следствие. На компактной римановой поверхности Х 
всякая голоморфная функция f! Х —+С постоянна. 

Это следует из предложения 2.7, так как плоскость С не- 
компактна. 


2.9. Следствие. Всякая мероморфная функция | на Р; 
является рациональной функцией, т. е. отношением двух мно- 
гочленов. 


Доказательство. Функция | имеет лишь конечное число 
полюсов, так как в противном случае множество полюсов | 
имело бы предельную точку, и тогда по теореме единствен- 
ности | должна быть константой, равной со. Мы можем счи- 
тать, что в со нет полюса }— в противном случае рассмотрим 


l/f вместо f. Пусть a,, ..., а С— полюсы [ри 
—| 
h,@)= (УХ 0,(@—-a,); vel,..n, 
1=.-№у 
— главная часть | в a,. Тогда функция 5: =[—(.-... +h,) 


голоморфна на всей P, и, значит, согласно следствию 2.8, 
постоянна. Отсюда следует, что | рациональна. 


2.10. Теорема Лиувилля. Всякая ограниченная голоморфная 
функция |: С—>С постоянна. 


Доказательство. По теореме Римана об устранимой особен- 
ности (1.8), | можно продолжить до голоморфного отображе- 
ния f: Р, —*С, которое постоянно согласно следствию 2.8. 


2.11. Основная теорема алгебры. Пусть n>|1 и 
(г) = 2" +02" "!+...-+c, 


— многочлен с коэффициентами с, Е С. Тогда че иойат no 
крайней мере одна точка аЕ С, такая, что }(а)=0. 


Доказательство. Многочлен | определяет голоморфное ото- 
бражение {: Р, —Р, с f(oo)=oo. По предложению 2.7, это 
отображение сюръективно и, значит, ОЕ} (С). 


2.12. Двоякопериодические er Пусть числа @,, ®, ЕС 
линейно независимы над К и Г: =Zo, + 2, — натянутая на 


re о ое РСЯ an Dre Е Ма ще а > et DE nn 
% Fr я ея 


Е ОИС 
er 
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них решетка. Мероморфная функция f: C—P, называется 
двоякопериодической относительно Г, если 


f@)=f(z+o) для всех 2ЕС u wer. 


Для этого достаточно, очевидно, чтобы ] (г)=} (2-Е ®.)=[ (2+ о,) 
для всех 2ЕС. Пусть л: C— СЛ`— каноническое факторото- 
бражение. Тогда двоякопериодическая функция | индуцирует 
функцию Р: С/Г р, с f=Fon. Из определения комплекс- 
ной структуры в С/Г непосредственно следует, что Е — меро- 
морфная функция на С/Г. Обратно, если дана мероморфная 


функция F: C/T —P,, то композиция [=Fon: С — р, является 


двоякопериодической относительно Г мероморфной функцией. 
Таким образом, мероморфным функциям на торе С/Г взаимно 
однозначно соответствуют двоякопериодические относительно Г 
мероморфные функции на плоскости С. Поэтому из предложе- 
ния 2.7 следует 


2.13. Предложение. Всякая двоякопериодическая голоморфная 
функция |: С—*С постоянна. Всякая непостоянная двоякопе- 
риодическая мероморфная функция f: C—P, принимает каж- 
дое значение сЕР.. 


$ 3. Гомотопия кривых. 
Фундаментальная группа 


В этом параграфе мы заготовим несколько вспомогательных 
утверждений из топологии, связанных с понятием гомотопии 
кривых. 

Под кривой в топологическом пространстве Х понимается 
непрерывное отображение и: [ —X, где /:=[0, 1] CR — здинич- 
ный отрезок. Точка а: ==и (0) называется начальной точкой 
(началом), аб: =и (1) — конечной точкой (концом) этой кривой. 
В дальнейшем используются также выражения: и есть кри- 


вая из а в 6; кривая и соединяет а и 6. 


Как известно, топологическое пространство Х называется 
линейно связным, когда любые две точки a,bEX можно сое- 
динить некоторой кривой. Линейно связное пространство 
связно, т. е. его нельзя представить в виде Х =U,UU,, где 
U,, И. —непустые непересекающиеся открытые подмножества. 
Топологическое пространство называется локально линейно 


‚ связным, когда любая его точка обладает базисом окрестностей, 


состоящим из линейно связных множеств. Это, в частности, 
выполняется в случае многообразий. Связное локально ли- 
нейно связное пространство Х является (глобально) линейно 
связным, так как Легко доказать, что множество всех точек 
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ХЕХ, которые можно соединить кривой с заданной точкой 


аЕХ, одновременно открыто и замкнуто. 


3.1. Определение. Пусть Х — топологическое пространство 
na, bEX. Две кривые и, о: Г[Г—-Х из а в b называются 20- 
мотопными (обозначается и v), когда существует непрерыв- 
ное отображение А: [х[—+Х со следующими свойствами: 


(i) А(2, 0) =и(1) ` для всех ТЕГ, 
(И) Alt, П=о(А для всех 1ЕГ, 
(iii) 4 (0, $)=а и All,s)=b для всех 3ЕГ. 


Замечание. Положим и, (№: =А (1, $); тогда каждое и, яв- 
ляется в изавфбии, = и, и, =9. Говорят, что семей- 
ство (U,)o <: <! осуществляет Е (гомотопию) кривой 
ив кривую v (рис. 3). 


3.2. Предложение. Пусть X — топологическое пространство 


u a,bEX. Гомотопия является отношением эквивалентности: 


на множестве всех кривых us а в 6. 


Доказательство. Рефлексивность и симметрия’ очевидны. 
Что касается транзитивности, пусть и, 9, ш: [—* Х — три кри- 
вые из авбии- у, vw. Нам надо показать, что um w. 
По предположению, имеются непрерывные отображения А, В: 
IxI—X, такие, что для всех 1, $ [: 

At, Out, АВ 1)=88;0)=5@), -Bit, =, 

40; 5) =В{0;5=й, А =ВЫ; > 


Определим С: Ix/—X, полагая 
= A(t, 25) для 0<ss1/l, 
ER B(t,2>—1) для 12ss<s<I. 


Тогда C—-HenpepbIBHOe отображение, осуществляющее TOMO- 


топию между ии ш. 
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3.3, Лемма, Пусть и: I—X есть кривая в топологическом 
пространстве X иф: I — Г — непрерывное отображение, такое, 
что ф (0) =0 и $(1) =1. Тогда кривые и и иоф гомотопны. 


Доказательство. Определим А: /xI/I—X, полагая 
Alt, $): =и((1—8$) Е $$ (0). 
Тогда А непрерывно и 
Alt, 0) =и (0, At, 1) = (иоф) (1, 
А (0, $) =и (0), All, 5) = и (1) 


для всех L, $5Е[. Это показывает, что и и иоф гомотопны. 


3.4. Определение. Пусть а, 6, с—три точки в топологиче- 
ском пространстве X, и пусть и: I — Х—кривая из agb, 
av: [> Х —кривая из 6 в с. 

(1) Композиция кривых u-v: I—X из а в с определяется 
условием | 

и (21) мя 02, 
RR -| о (91— 1) 
р — ДлЯ Bee}, 


(ii) Обратная кривая u”: I—X из b в а определяется 
формулой 
ur(d):=u(l—t) для всех ТЕГ. 


Таким образом, композиция кривых и-о пробегает сначала 
точки кривой и, а затем точки кривой о с удвоенной ско- 
ростью. Обратная кривая uU” пробегает те же точки, что и и, 
только в обратном направлении. 

Легко проверить, что если и, u,: Г — Х — две гомотопные 
кривые изавьфиу, ци: [+ Х — две гомотопные кривые из 
р вс, то uvmu, dvd, Mu mu]. 

3.5. Определение. Пусть Х — топологическое пространство 
и aEX. Точечной кривой в а называется постоянное отобра- 
жение и: I—ÄX, и, (№=а для всех [ЕГ[. 


3.6. Предложение. Лусть X — топологическое пространство, 
и пусть а, 6, с, dEX. Пусть u, v, ш: Г Х — кривые в X, 
такие; что 

dead are aid) >: ш@а. 
Пусть, далее, u, есть точечная кривая ва и и, — точечная 
кривая в 6. Тогда 

() ии -и- и: 4, 

(ii) ии m U, 

(iii) (u-v)- ww u-(0:W). 
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Доказательство. (1) По определению композиции кривых 
О) = для бт 
u. 70H: = Se u 

и (21—1) дл PA 

Отсюда и,-и=иоф, где ф: [-+ о ен параметра, 

определяемое следующим `образом: 

ф(1) =0 при 0<2=< 1/2, Ф(И=21—1 для 1/23151. 
Поэтому из леммы 3.3 следует, что и,-и^ и. Так же дока- 
зывается, что и. 9, TU. 


(ii) Имеем 
u (21 ya Die В 142, 


Te ana IR<I<I. 


Определим А: Ix/—X, полагая 
и (21(1—5)) для = 0 =, 
5 5: = и (2 (1—1) (1—5)) для 1211 
Тогда А осуществляет гомотопию между U-uU” и точечной 
кривой Ш. 
(111) Легко подсчитать, что 
(и-0)- = (и. (0-4) оф, 
где 1: [—»Г— такое преобразование параметра, которое удов- 
летворяет условиям: 


(а) $ (0) =0, ф (1/4) = 1/2, 4 (1/2) = 3/4, ф( =; 


(5) на каждом интервале [0, 1/4], [1/4, 1/2], [1/2, 1] ото- 
бражение р линейно. 
Поэтому утверждение следует из леммы 3.3. 


Замечание. Аналогично (111) пусть вообще U, ..., и, —кри- 
вые в Х, такие, что начало каждой U,,, совпадает с концом и». 
Тогда композиции U,-U,... U, при различной расстановке 


скобок отличаются только на преобразование параметра 1: 
[Г с (0) =0, Y(l)=1; в частности, все они гомотопны. 


3.7. Определение. Кривая u: [-› X в топологическом про- 
странстве Х называется замкнутой, когда и (0) =и (1). Замк- 
нутая кривая с началом и концом в точке а называется 20- 
мотопной нулю, когда она гомотопна точечной кривой в а. 


3.8. Предложение и определение. //ycmo X — топологическое 
пространство. Множество sı, (X, а) всех гомотопических клас- 
сов замкнутых кривых в X с начальной и конечной точкой а 
образует группу относительно операции, индуцируемой компо- 


re 
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зицией кривых,— фундаментальную группу пространства X- 


относительно базисной точки а. 


Обозначение. Для замкнутой кривой и через с1(и) обозна- 
чается ее гомотопический класс. По RETRO операции 
в st, (X, а) имеем с| (и) cl (9) =с1 (u-v). 


Доказательство. То, что операция в л, определена кор- 
ректно, следует из замечания после определения 3.4. Из пред- 
ложения 3.6 вытекает, что эта операция ассоциативна (и что 
нейтральным элементом является класс кривых, гомотопных 
нулю. Для обратного элемента имеем cl(u)"'=cl(u”). 


3.9. Зависимость от базисной точки. Пусть Х — топологи- 


‘ческое пространство, и пусть точки а, ЬЕХ соединены неко- 


торой кривой w. Тогда можно определить отображение 


I: u (A, а) —-л, (Х, 5, 
полагая 


(el (и)): Ее (w” .и.). 


Легко установить, что это отображение является изоморфиз- 
мом. Таким образом, для линейно связного пространства Х 
фундаментальная группа по существу не зависит от базисной 
точки, И мы часто пишем 71, (X) вместо’ л, (X, а). Однако надо 
учитывать, что построенный изоморфизм л,(Х, а) —л, (Х, 6) 
в общем зависит от выбора кривой ш, соединяющей а и 6. 
Если Ш, — другая кривая изавёфи fi: л, (X, а) -- п, (X, 5) 
определяется условием 


fı (el(u)): =cl (wi -u-w,), 
то автоморфизм 


= ой: п, (Х, а) пл, (Х, а) 


_ удовлетворяет условию F(cl (и)) = с! (и: ш-:и.ш. ит), т.е. 


Е (©) =у-а-у-* для всех яЕл, (Х, а), 


где \ обозначает гомотопический класс замкнутой кривой 


ww”. Если n,(X, а) абелева, то из этих соображений сле- 


дует, что n,(X,a) u л, (X, 5) канонически изоморфны. 


3.10. Определение. Линейно связное топологическое про- 
странство X называется односвязным, если п. (Х)=0. 


Замечание. Хотя операция в л, (X) записывается мульти- 
пликативно, мы пишем л,(Х)=0, когда л,(Х) состоит из 
одного нейтрального элемента. 
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3.11. Предложение. Густь Х — линейно связное односвязное 
топологическое пространство и а, БЕХ. Тогда любые две Kpu- 
вые u, vu: Г» Х иза в В гомотопны. 


Доказательство. Пусть и, —точечная кривая в аи — 
точечная кривая в 6. Так как m, (X, 6) =0, то vr-umwv, и, 
значит, 9.(9—-и) 9-0. Шо предложению 3.6, 9.(9--и)— 
m (0:9) ил щ-иг-и и 9:00, Т.е. ими. 


3.12. Примеры 


(a) Подмножество ХсК” называется звездным относительно 
точки аЕХ, ‘когда для каждой точки хЕХ весь отрезок 
Ла (1—^Л)х, О<^—< 1, принадлежит X. 

Всякое звездное подмножество X CR" односвязно. В самом 
деле, пусть и: | —+Х — замкнутая кривая с начальной и ко- 
нечной точкой а (Х звездно относительно а). Тогда отобра- 
жение 


А: IxI—X, А(Ь, $): =за- (1—5) и (1) 


осуществляет гомотопию U в точечную кривую в а и отсюда 
следует, что n, (X, а) =0 

В частности, гауссова числовая плоскость С и всякий круг 
в С односвязны. Односвязны ONR, и С\К_, где К; и R_— 
соответственно положительная и отрицательная вещественные 
полуоси. 


(5) Риманова числовая сфера P, односвязна. В этом можно. 


убедиться следующим образом. Пусть U,:=P,\N{o} и U,:= 
= р, \ {0}. Так как О; иО, гомеоморфны С, то они односвязны. 
Пусть теперь и: [ — P, произвольная замкнутая кривая 
с началом и концом в 0. Так как / —компакт и отображе- 


ние и непрерывно, то найдется конечное число необязательно 


замкнутых кривых Us, «++, И.„+1: Г —+Р; со следующими свой- 
ствами: | 


(1) композиция кривых 
muster. Изя+1 
переводится в и преобразованием параметра и, таким образом, 
гомотопна и; 


(11) кривые Иов Е =0, ..., п, целиком содержатся в U,, 
а кривые и,,, в =1, ‚N, целиком содержатся в U,; началь- 
ные и конечные точки и, отличны OT 00. 


По предложению 3.11; теперь можно подобрать кривые иг», 
гомотопные U,, и целиком лежащие в Ц, \ {со}. Тогда кривая 


1 en id г 
[0] ® — И, ИИ. .. Из Изц+а 
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гомотопна о, а значит, и и, причем о’ целиком принадлежит U,. 
Так как л, (И!) =0, то 9’, а значит, и и гомотопны нулю. 


3.13. Определение. Пусть Х — топологическое пространство 
ии, 9: [1 — Х—две замкнутые кривые в X (необязательно 
с одинаковым началом). Кривые и-и о называются свободно 
гомотопными как замкнутые кривые, когда существует непре- 
рывное отображение А: /X/— X со следующими свойствами: 


(1) Alt, )=u(t) для всех TEI; 
(ii) Alt, )=v(l) для всех LEI; 
(ii) 4 (0, $)=А(1, $) для всех sEl. 


Замечание. Полагая u,(f):= Alt, $), мы получаем, что 
каждая и, является замкнутой кривой в Х и и, = и, и, =. 
Семейство кривых uU, OS т |, осуществляет деформацию 
кривой и в кривую и. 

Пусть & (№: =А (0, ft), O<t<|. Тогда и— кривая, кото- 
рая соединяет и « eb: —0(0) =0(1); w(s) пред- 
ставляет собой начало и’ конец кривой u,. Легко сообразить, 
что и гомотопна кривой +9.” при фиксированной начальной 
и конечной точке а (рис. 4). 


3.14. Предложение. Линейно связное топологическое про- 
странство Х односвязно тогда и только тогда, когда любые 
две замкнутые кривые в Х свободно гомотопны как замкнутые 
кривые. | 

Простое доказательство предоставляется читателю... 


3.15. Функториальные свойства. Пусть f! Х — У — непре- 
рывное отображение между топологическими пространствами 
№ Т, Бели я 1 —А.—кривая вх, то [ои: I У — кривая 
в У. Если u, и: [ —*Х гомотопны, то их образы [ou, fou’ 
тоже а Поэтому f индуцирует отображение 


fe: п: (X, а) — п: er; [(а)) 
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фундаментальных групп. Это отображение является TOMOMOP- 
физмом групп, так как [о (и-9) = (Гоц): (Гоц). | 

Если ©: Y—Z-—-ıpyroe непрерывное отображение, TO 
(go = 50 [.. 


$ 4. Разветвленные и неразветвленные 
накрытия 


Непостоянные голоморфные отображения между римановыми 
поверхностями можно рассматривать как (возможно, разветв- 
ленные) накрывающие отображения. Поэтому мы сейчас при- 
ведем важнейшие понятия и факты из теории накрытий. 

Подмножество А топологического пространства называется 
дискретным, если у каждой точки аЕА есть окрестность И, 
такая, что УПА =1а}. Отображение р: Y—X между двумя 
топологическими пространствами Х, У мы называем дискрет- 
ным, если прообраз p”!(x) каждой точки xEX является ди- 
скретным подмножеством в У. 


4.1. Определение. Пусть Х, У — топологические простран- 
ства. Отображение р: Y— X называется накрытием (накры- 
вающим отображением), если оно непрерывно, открыто и 
дискретно. | 

Если yEY и x;=p(y), то говорят, что точка у лежит 
над x, а точка x является проекцией (или базисной точкой) у. 

Если р: УХ ug: [> Х— два накрытия над X, то 
отображение {: Y—Z называется послойным, когда р=до]. 
Это означает, что точка уЕУ, которая лежит над точкой 
ХЕХ, отображается в точку 2, которая тоже лежит над X. 


4.2. Предложение. //усть X, У — римановы поверхности 
и р: Y— X — непостоянное голоморфное отображение. Тогда 
р — накрывающее отображение. | 


Доказательство. Отображение р непрерывно и, согласно 
(2.4), также открыто. Если бы прообраз некоторой точки aEX 
не был дискретным, то по теореме единственности (1.11) р 
должно было бы быть постоянным отображением в точку а. 

Используется следующая терминология. Если р: У — Х— 
голоморфное накрытие, то У называется областью над X. 
Голоморфная (соотв. мероморфная) функция fi У-+С (соотв. 
f: У--Р,) называется многозначной голоморфной (мероморф- 
ной) функцией на X. Если ХЕХ и р *(х) ={у;: jEJ}, то 
[(и;), ГЕ J, суть различные значения этой многозначной функ- 
ции над точкой x. (Естественно, может случиться, что р-! (х) 
состоит из одной точки или пусто.) . 
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Пусть, например, У =С, X=(* и р=ехр: C—LC*. Тогда. 
тождественному отображению id: С —+ С соответствует много- 
значный логарифм на С*, так: как для 6 Е С* множество ехр-* (5) 
состоит в точности из всех различных значений логарифма 
числа 6: 

- id 
СС 
Я 
ехр „ 
| ‚log 
в, 


4.3. Определение. Пусть Х, У — топологические простран- 
ства и р: У—+Х— накрытие. Точка уЕУ называется точкой 
разветвления для р, если у у нет окрестности У, такой, что 
p|V инъективно. Отображение р называется неразветвленным, 
если оно не имеет точек разветвления. 


4.4. Предложение. Пусть Х, У — топологические простран- 
ства. Отображение р: У —+ Х является неразветвленным на- 
крытием тогда и только тогда, когда оно является локально 
топологическим, т. е. когда у каждой точки уЕУ имеется 


открытая окрестность У, которую р гомеоморфно отображает 


на некоторое открытое подмножество U в Х. 


Доказательство. Пусть р: У-—+ X —неразветвленное на- 
крытие и уЕУ — произвольная точка. Так как у не является 
точкой разветвления, то имеется окрестность УЭу, такая, что 
р!У инъективно. Так как р непрерывно и открыто, оно ото- 
22) множество У ет на открытое множество 

U:=p(). 

Обратно, пусть р: У-›Х является локально топологиче- 
ским. Тогда р непрерывно и открыто. Но оно также и дис- 
кретно, ибо если YEp”'(x) и У — открытая окрестность %, 
которую р гомеоморфно отображает на те подмножество 
в X, то УПр-* (х) =4у}. 


4.5. Примеры 


(а) Пусть Е —натуральное число, R>2, и отображение 
р,: C—C определяется формулой рь (2): — zk, Тогда DEC 
является единственной точкой разветвления для р,. Отобра- 
жение р,: С* — С неразветвленное. | 


(5) Пусть р: У—Х —голоморфное накрывающее. отобра- 
жение, yEY ил: =р(и). Точка у является точкой разветвле- 
ния для р в том и только том случае, когда отображение р. 
принимает значение X в точке и с некоторой кратностью А > 2 
(см. 2.2). Тогда, по предложению 2.1, локально (в окрест- 
ности и) р ведет себя так же, как отображение p, из примера 
(а) в окрестности нуля. 


, 
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(с) Отображение exp: С —»С* является неразветвленным 
накрытием, так как оно отображает инъективно всякое под- 
множество УсС, не содержащее точек, которые отличаются 
на целочисленное кратное 274. 


(а) Пусть. ГеС— решетка и л: С—»+С/Г —каноническое 


факторотображение (см. (1.54)). Тогда л —неразветвленное на- 
крытие. 


4.6. Предложение. Густь X — риманова поверхность, У — 
хаусдорфово пространство и р: У — X — неразветвленное на- 


крывающее отображение. Тогда на У существует ровно одна 


комплексная структура, относительно которой р является‘ 
голоморфным отображением. 


Замечание. Согласно (2.5), р тогда даже локально биголо- 
морфно. 


Доказательство. Обозначим через Ü множество всех комп- 
лексных карт на У, которые можно получить следующим 
образом. Пусть 9,: И. —У<Ср— карта комплексной структуры 
на X, и пусть имеется открытое подмножество Ис У, такое, 
что р: U—U, является гомеоморфизмом. Тогда ф: = 
—= фор: И —+У —комплексная карта на У, принадлежащая %(. 
Легко видеть, что карты из 3 покрывают все У и попарно 
биголоморфно согласованы. Таким образом, У наделяется при 
помощи % комплексной структурой. При этом проекция р 
будет локально биголоморфным и, в частности, голоморфным 
отображением. 

Докажем единственность. Пусть 3 — другой комплексный 
атлас на У, такой, что отображение р: (Y,W’)—X голо- 
морфно и локально биголоморфно. Тогда тождественное ото- 
бражение (У, 3) —+ (У, A) локально биголоморфно и, значит, 
биголоморфно. Поэтому A и 3’ определяют одну и ту же 
комплексную структуру. 


4.7. Поднятие отображений. Пусть X, У, 2 —топологические 
пространства, р: Y— Х —накрытие и fi: Z— X —непрерыв- 
ное отображение. Лоднятием | относительно р называется 
непрерывное отображение 5: 2 —>У, такое, что {= ров, т.е. 
следующая диаграмма коммутативна: 


4.8. Предложение (единственность поднятия). /Густь X, У — 
хаусдорфовы пространства и р: Y— X — неразветвленное на- 
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крытие. Пусть Z есть связное топологическое пространство 
и |:  — Х — непрерывное отображение. Тогда если 9+, 6,: Z— 
—Y—0sa поднятия {| относительно ри 6; (2) = &, (2) для 
некоторой точки 2,€EZ, то в: =5.. 


Доказательство. Пусть T:={zEZ: g,(z)=g,(z)}. Множе- 
ство Т.замкнуто, так как оно является прообразом диагонали 
ACYxY при’ отображении (8,83):  -+ УХУ. Мы покажем, 
что Т также открыто. Пусть 2 ЕТ ив, (г) = в, (2) = :y. Посколь- 
ку р— локально топологическое отображение, имеется окрест- 
ность УЭу, которую р гомеоморфно отображает на некоторую 
окрестность U точки p(y)=f(z). Так как в, и g, непрерывны, 
найдется окрестность №92, такая, что g,(W)cV. Пусть 
ф: Ц — У есть (непрерывное) отображение, обратное к р: V—U. 
Так как роб; =, тов, | И = фо (| И) для {= 1, 2, т. е. в, | = 
—=g,|W и, значит, WCT. Поэтому Т открыто. Поскольку Z 
связно, отсюда следует, что T=Z и, значит, 6; =05.. 


4,9, Предложение, //усть X, У, Z— римановы поверхности, 
р: Y— X —голоморфное неразветвленное накрытие и f: —/Х— 
голоморфное отображение. Тогда любое поднятие 5: Z—Y 
отображения | голоморфно. 


Доказательство. ПустьсЕ Z— произвольная точка, 6: = & (с) 
и a:=p(b)=f(c). Существуют открытые окрестности V3b 
и Иэа, такие, что` отображение р: У-> U биголоморфно. 
Пусть ф: U —V есть (голоморфное) обратное отображение. Так 
как © непрерывно, то найдется открытая окрестность Я Эс, 
такая, что g(W)CV. Поскольку [=pog, то в| № =yo(f|W). 
Поэтому © голоморфно в точке с. 


Вывод. Пусть X, У, 2 —римановы поверхности и р: У —Х, 
д:  —Х — неразветвленные голоморфные накрытия. Тогда 
всякое послойное непрерывное отображение fi Y—Z голо- 
морфно, так как f является поднятием р относительно д. 


Поднятие кривых. Пусть X, У —хаусдорфовы пространства 
и р: У — X — неразветвленное накрытие. Нас особенно интере- 
сует поднятие кривых и: [0, 1] —Х. По предложению 4.8, 
поднятие и: [0, 1I—Y кривой u, если оно существует, одно- 
_значно определяется DEE начальной точки. 
В дальнейшем пусть опять /[:= [0, 1]. 


4.10. Предложение (поднятие гомотопных кривых). Густь 
X, У — хаусдорфовы пространства и р: У — X — неразветвлен- 
ное накрытие. Пусть а, БЕХ и точка аЕУ такова, что р (а)= 
= а. Далее, пусть задано непрерывной отображение А: IxI—X 
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сА(0, $) =аи А(1, $) =6 для всех $ЕГ. Положим 

и, (0): = А $ $). 
Каждую кривую u, можно поднять до кривой u, с началом ва. 
Тогда u, u u, имеют один u тот же конец и гомотопны. 


Доказательство. Определим отображение А: 1х1 —У, по- 
лагая А (1, $): =и, (1). 5 

Утверждение (a). Существует &, > 0, такое, что А непре- 
рывно на [0, &,)Х /. 

Доказательство. Имеются окрестности Уэаи U = такие, 
что р: V— U является гомеоморфизмом. Пусть ф: И У — 
обратное отображение. Так как А (0х Г) ={а} и А непре- 
рывно, то существует =, > 0, такое, что А (|0, в, | х/[)<И. 
Согласно единственности поднятия кривых. и., имеем 


и, |[0, =] =фои, | [0, =] для всех зЕГ, 
т.е. А=фоА на 10, &,]X /. Отсюда следует, что А непрерывно 
на [0, &,)X/. 
Утверждение (5). Отображение А непрерывно на всем /Х /. 
Доказательство. Предположим, что существует точка (1, 0) Е 
ЕГХГ, в которой Ä не является непрерывным. Пусть т есть 


нижняя грань всех значений &, таких, что А в (1, д) не He- 
прерывно. Согласно (а), т >> а.. 

‚ Пусть х:= А (т, в) и у: = Ält, в) =и (т). Существуют ок- 
рестность Уэи и окрестность ИЭх, такие, что р: У —* И — 
гомеоморфизм. Пусть ф: И —И — обратное отображение. 

Так как А непрерывно, то существует = >> 0, такое, что 
А (1. (т) х Г. (0)) < И, где | 


Г.Е: 11-Е < =}. 

В частности, из (1. (т)) = И, откуда следует, что 

Из | [е (1) = You, Н/&®). 
Выберем. {; Е [. (т) с 1 <т. Тогда 

Ält, в) = во (В) Е. 
Так как А непрерывно в (1, 0), то найдется 6>0, 6 <, 
такое, что 

Ält,„s)=u,(t;)EV для всех $Е1ь (0). 


Ввиду единственности поднятия мы получаем теперь, что для 
всех SE [5 (0) 


и, | Ге (т) = фои, | [в (т), 
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и, значит, А=фоА на [» (т) х/[ь (0), т.е. А непрерывно в ок- 
рестности (т, 0). Но это противоречит определению (т, в), и 
поэтому А непрерывно на всем /Х /. 

Так как А=роА и All}xN={b}, то А ({|х/ер-* (6). 
Поскольку р-* (6) дискретно, а {ИХ связно, Ä({1YX I) может 
состоять только из одной-единственной точки. Отсюда следует, 


что кривые и, И u, имеют одинаковые конечные точки и А 
определяет гомотопию между ними. 


Неразветвленные безграничные накрытия 


Теперь мы наложим ‚одно условие, при котором поднятие 
кривых всегда возможно. 


4.11. Определение. Пусть Х, У — топологические простран- 
ства. Отображение р: Y— X называется безераничным нераз- 
ветвленным накрытием, если у каждой точки ХЕХ имеется 
открытая окрестность U, такая, что прообраз p-!(U) можно 
представить в виде 

| ur? (() = U у,, 
jeJ 


где V,, ЕЛ, — попарно не пересекающиеся открытые подмно- 
жества в У и все отображения р: У, — U являются гомеомор- 
физмами. 

(Ясно, что р тогда, в частности, локально топологическое и, 
значит, неразветвленное в смысле (4.3).) 


Замечание. В учебниках топологии накрытием чаще всего 
называют то, что мы здесь называем неразветвленным безгра- 
ничным накрытием. Однако для теории функций важно рас- 
сматривать также и разветвленные и небезграничные накрытия. 


4.12. Примеры. (а) Пусть Е = {2 ЕС: |2| < 1} —единичный 
круг в комплексной плоскости и р: Е — С— каноническое вло- 
жение. Тогда р—хотя и неразветвленное, но не безгранич- 
ное, так как ни у одной точки аЕ Сс |а| = | нет окрестности 
со свойствами, требуемыми в определении. 


(6) Пусть Е — натуральное число, R>2, и 
Pr‘ 0* —LC*, z >28. | 


Тогда р,—безграничное и неразветвленное накрытие. Пусть 
аЕС* — произвольная точка. Тогда существует БЕ С*, такая, 
что р, (6) =а. Так как р, неразветвленное, то имеются откры- 
тые окрестности V,3b и ИЭа, такие, что р,: V,—U есть 
ee, А ав 


= (()=У д И: 9 8-1, 
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где &—NPHUMHTHBHbIH корень Ё-й степени из |, скажем eg = 
= exp (Zui/R). Если с самого начала взять К достаточно ма- 
лой, то все множества V,;:=e/V,, |=0, ‚ Е— |, попарно 
не пересекаются. Кроме ‘того, каждое р ee — U является 


’ гомеоморфизмом. . 


(с) Отображение exp: С —+С* является неразветвленным 
безграничным накрытием. 


Доказательство. Пусть даны аЕС* и БЕС с ехр (6) =а. 
Так как отображение ехр неразветвленное, ‚ то существуют 
окрестности V,3b u Иза, такие, что exp: "У, —И есть го- 
меоморфизм. Имеем 

ехр-! (И) = ЦУ,, где V„=2nin-+V,. 
2, 


ne 


Если сразу выбрать У, достаточно малой (например, диамет- 
ром <2л), то все У, попарно не пересекаются. Кроме того, 
каждое отображение exp: "У,-—И является гомеоморфизмом. 


(4) Пусть ГеС— решетка и л: С —С/ТГ — каноническое 
факторотображение. Аналогично примеру (с) можно показать, 
что л—неразветвленное безграничное накрытие. 


4.13. Мы говорим, что накрытие р: Y—-X обладает свой- 
ством поднятия кривых, если для всякой кривой и: [0, 1]—X 
И всякой точки „EY с м существует поднятие 


1: [0, 1] —*У кривой ис и (0) = 


4.14. Предложение. Всякое неразветвленное безграничное 
накрывающее отображение р: У —Х топологических прост- 
ранств Х, У обладает свойством поднятия кривых. 


Доказательство. Пусть и: [0, 1| —>Х есть кривая и „,EY, 


р (и) =и (0). Ввиду компактности |0, 1] существуют разбиение | 


EL Chr nel 


и открытые множества U,CX, kR=l,...,n, со следующими 
свойствами: — ! 


(и, 6) = 
(1) р" (И,)= UV,, где У, сУ —открытые множества и 
Se, 
р: У — И» — гомеоморфизмы. 
Мы Докажем индукцией по k=0,1,..., п существование 


поднятия и: [0, #,] У с u(0)=y,. Начало индукции # =0 


he Пусть u: [0, 1,-,|—У уже построено И аа )= 
Так как p(y,-)=u(l,_)CU,„ то найдется ЕЛ, 
с и er € У. Пусть ф: U И — обратное отображение к ‹ гомео- 
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морфизму р: У, —0 ‚. Мы полагаем 
ullte-n М =фо (и | [41-1 &]) 


и тем самым получаем непрерывное продолжение поднятия U 
на отрезок [0, Z,]. 


4.15. Замечание. Пусть X, У — хаусдорфовы пространства, 
р: У — X — неразветвленное безграничное накрытие и точки 
хЕХ, y,EY таковы, что р (у) =х.,. Тогда, согласно (4.14) 
и (4.8), для всякой кривой и: [0, 1] — Х с и(0) =х, сущест- 
вует ровно одно поднятие u: [0, 1] — Ус и (0) =. Если кри- 


вая и замкнута, то поднятие и не обязательно НЫ По 
As поводу рассмотрим следующий пример. Пусть Х =У==С*, 


р: С*.— Се. zz, 


и х=и=1. Отображение и(№: =е?”й определяет кривую 
и: [0, |] —С* с начальной и конечной точкой 1. Отображе- 
ние и (В: =е^" задает поднятие u: [0, 1] —C* для u относи- 
тельно р; его начало —в точке |, а конец — в точке — |. 


И все-таки из предложения 4.10 следует, что всякое под- 
нятие замкнутой кривой, гомотопной нулю, тоже замкнуто 
и гомотопно нулю. 


4.16. Предложение. Пусть X, У — хаусдорфовы пространства, 

X линейно связно u р:. У — Х —неразветвленное безграничное 

накрытие. Тогда для любых Oeyx точек X, ХЕХ множества 
р-* (хх) и р-:(х,) равномощны. 


Мощность прообраза р”! (х) (ХЕХ) называют числом листов 
накрытия (оно может быть конечным или бесконечным). 


Доказательство. Отображение ф: р” 1 (х,) — p”!(x,) мы по- 
строим следующим образом. 


Выберем кривую и: [0, 1]— X, соединяющую x, c x. Если 
уЕр-: (х,) — произвольная точка, то существует ровно одно 
поднятие и: [0, 1| У для ис и (0) =у. Положим ф(И): = 


— u(l)E p”!(x,). Из единственности поднятия легко следует, 
‚ что так построенное отображение биективно, ч. т. д. 


Замечание. Построенное в доказательстве биективное отоб- 
ражение зависит, вообще говоря, от выбора кривой и. Поэтому 
также и в общем случае не существует никакого однозначного 
способа нумерации «листов» накрытия. 


4.17. Предложение. Пусть Х, У — хаусдорфовы простран- 
ства и р: У — X — неразветвленное безграничное накрытие. Да- 
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лее, пусть 2 есть односвязное, линейно связное и локально 
линейно связное топологическое пространство и |; Z— Х—не- 
прерывное отображение. Тогда при любом выборе точек 2; ЕЙ, 


У ЕУ с [(2,) =р (%,) существует ровно одно поднятие |}: Z—Y 
ce 1(20) =. 
Замечание. В следующем доказательстве от накрытия р 


требуется только то, что оно неразветвленное и ме: CBOH- 
ством поднятия кривых. 


_ Доказательство. Определим отображение f: 2 —+ У следую- 


щим образом. 

Пусть 2Е7— произвольная точка и u: 1 > (—кривая из 
2, B 2. Тогда 9: =[ои—кривая в X с началом [(2,) и кон- 
цом } (2). Пустьд: 7 — У — однозначно определенное поднятие о 


с началом у,. Мы полагаем (2): = (1). Это определение He 
зависит от выбора кривой и из 2, B 2. В самом деле, пусть 
u, — другая кривая из 2, в г. Тогда u, гомотопна и и, зна- 


чит, :=[Рои, также гомотопна v=fou. Поднятия v, ид 
для 9; и о соответственно с v, (0)=v(0)=y, имеют по пред- 
ложению 4.10 одинаковые концы. Поэтому f(z) определено 
корректно. По построению имеем далее f=pof. 

Остается только еще показать, что отображение fi Z—Y 
непрерывно. Пусть 2Е С, y=f(z) и У— окрестность у. Нам 
надо показать, что существует окрестность W 32 c f (W)cV. 
Так как р неразветвленное, TO мы можем считать, если на- 
до — уменьшая У, что существует окрестность U точки р (y)= 
—= f(z), такая, что р: У — И есть гомеоморфизм. Пусть ф: U— 
—›-/И— обратное к нему отображение. Так как f непрерывно, 
а Z локально линейно связно, то существует линейно связ- 
ная окрестность W Эг с F(W)cU. 


Утверждение. IW)eV. 


Доказательство. Пусть кривые и, 9, U определены, как 
выше. Пусть 2’E № —-произвольная точка и и’ — кривая из 2 
в 2’, которая Целиком лежит в №. Тогда вся кривая v’:=fou’ 


И BU ио’:: =фоиб’ есть поднятие о’ с начальной точ- 
кой у. Поэтому композиция 9:9’ является поднятием кривой 
0.0’ =ро (и.и’) с началом в Y,. Отсюда 

(2) =(@.9)(1 =’ (ЕТ, ч.т. д. 


4.18. Пример (логарифм функции). Пусть X — односвязная 
риманова поверхность и fi: Х—+С* есть голоморфная функция 
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на Х, не принимающая нулевых значений. Мы хотим пост- 
роить логарифм f, т. е. мы ищем голоморфную функцию 
Е: ХС с exp(F)=f. Но это условие в точности означает, 
что Р является поднятием } относительно накрытия exp: С—»С*: 


2 
и ты 
Ре 
X ——C* 


Если x,€E X и сЕС — произвольное решение уравнения e° = 
— /(x,), то, согласно предложению 4.17, существует такое 
поднятие Р: Х—+С с F(x,)=c. По предложению 4.9, отобра- 
жение F голоморфно. Всякое другое решение этой задачи 
отличается от F на аддитивную константу 2лт, ПЕЙ. 

Важный частный случай, когда Х — односвязная область 
в C* и |: Х—-С* — каноническое вложение (](2)=г). Тогда 
всякое поднятие | относительно ехр является ветвью функ- 
ции log на X. | | 

Аналогично можно построить корни нигде не равной нулю 
голоморфной функции |: X —+С* на односвязной римановой 
поверхности Х. Для этого надо рассмотреть накрытия из при- 
мера 4.12(b). | 


4.19. Предложение. Пусть Х — многообразие, У — хаусдор- 
фово пространство и р: Y— Х — неразветвленное накрытие 
со свойством поднятия кривых. Тогда р безгранично. 


Доказательство. Пусть x, Е Х —произвольная точка и у,, 
ТЕ, — прообразы X, относительно р. Пусть Ц —открытая ок- 
рестность X,, гомеоморфная шару, и f: U — X — каноническое 
вложение. Согласно замечанию к предложению 4.17, для вся- 


‘кого Е. существует поднятие P: U—Y отображения fe 
f,(x)=y;. Пусть V,:=f,(U). Легко убедиться, что 


р (Ц) = U у,, 
jeJ 


что V,—nonapHo не пересекающиеся открытые множества и 
всякое р: V,— U является гомеоморфизмом. 


4.20. Собственные отображения. Локально компактное про- 
странство —это хаусдорфово пространство, в котором каждая 
точка обладает компактной окрестностью. Непрерывное ото- 
бражение f: Х —Y между двумя локально компактными про- 
странствами называется собственным, если прообраз всякого 
компактного множества компактен. Это, например, всегда вы- 
полняется, когда X компактно. Собственное отображение 
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замкнуто, т. е. образ всякого замкнутого множества замкнут. - 
Это следует из того, что подмножество локально компактного | 
пространства замкнуто тогда и только тогда, когда его пе- 
ресечение с каждым компактным множеством компактно. 


4.21. Лемма. /Густь X, У — локально компактные прост- 


ранства и р: У — X — собственное накрывающее отображение. 
Тогда | 


(a) Для всякой точки xE X множество р7*(х) конечно. 


(6) Пусть хЕХ u Ур-— окрестность р7*(х). Тогда сущест- 
вует окрестность Ц Эх с p"!(U)cV. 


(с) Пусть X связно, а У непусто. Тогда р сюръективно. 


Доказательство. (а) Это следует из того, что р”! (х) — ком- 
пактное дискретное подмножество в У. 


(5) Мы можем считать, что У открыто и, значит, У\У 
замкнуто. Тогда р (У`\У) = : А тоже замкнуто и хЕА. Поэтому 
И: =хХ\А есть открытая окрестность х с р-1(И)сУ. ` 


(с) Множество р(У) открыто, замкнуто и непусто. Так как 
X связно, то из этого следует, что p(Y)=Ä. 


4.22. Предложение. Пусть, X, У — локально компактные 
пространства u р: Y— X — собственное неразветвленное на- 
крывающее отображение. Тогда р —безграничное накрытие. 


Доказательство. Пусть x € Х— произвольная точкаи р`*(х)= 
о А у: 529, для 152]. Так как р неразветвленное, 
то для всякого |=|1,..., й найдутся открытая окрестность 
У, Э у, и открытая окрестность И,Эх, такие, что р: W,—U, 
есть гомеоморфизм. Мы можем считать, что Й, попарно He 
пересекаются. Множество W,U...UW, является OKPECTHO- 
стью p”!(x). Согласно (4.216), существует открытая окрест- 
ность. ЕП: Й... И. точки с РФ 0..0. 
Положим V,:=W,np”!(U); тогда У, — непересекающиеся 
открытые множества, 

р-* (0) =У: 0... ЦИ, 


и все отображения р: У, И, |=1,..., п, суть гомеомор- 
физмы. | 


4.23. Собственные голоморфные отображения. Пусть X, Y— 
римановы поверхности и]: Х — У — собственное непостоянное 
голоморфное отображение. Из предложения 2.1 следует, что 
множество Ä точек разветвления отображения }. замкнуто 
и дискретно. Так как f собственное, то В: =[(А) тоже замк- 
нуто и дискретно. Множество В называют множеством кри- 
тических значений отображения |. 


2% 
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Пусть У =У Ви. Хм ГЫ Ас Тогда 
f: Х’-—>У’ есть собственное неразветвленное голоморфное 
накрытие, которое, согласно (4.22), (4.16) и (4.21а), имеет, 
таким образом, вполне определенное число листов п. Иначе 
говоря, каждое значение СЕУ’ принимается ровно П раз. 
Чтобы распространить это высказывание и на критические 
значения БЕ В, надо учитывать кратность. 

Для хЕХ обозначим через v(f, X) кратность в смысле (2.2), 
_с которой { принимает значение }(х) в точке х. Мы говорим, 
что } принимает на Х значение cEY т раз с учетом крат- 
ности, если 


Ну р о (Т, 35: 
ХЕр- 1 (с) 


4.24. Предложение. /Густь X, У— римановы поверхности 
и |: X —У — собственное непостоянное голоморфное отображе- 
ние. Тогда существует натуральное число п, такое, что f 
принимает каждое значение CEY п раз с учетом кратности. 


Доказательство. Сохраним обозначения из (4.23). В част- 
ности, пусть A есть число листов неразветвленного накрытия 
А у, Пусть РЕВ есть критическое значение, р-! (5) = 
ВЕ Яны, 
непересекающиеся. окрестности И, эх; и у, Ib, такие, что для 
каждого се УВ } множество р“! (с) ПИ, ‘состоит ровно из, 
точек (j=1,...,r). По лемме 4.21(b) мы можем найти окре- 
сТноСтЬ Ус, N. NV, очки. bh € -рт (ИСО. YUV, Das 
каждой точки СЕГПУ! множество p”!(c) состоит тогда из 
+ ...- А, точек. С другой. стороны, для сЕУ’ мощность 

-1 (с) равна п. Отсюда следует, что п=А-...-ЕК,, ч. т. д. 


4.25. Следствие. На компактной римановой поверхности Х 
всякая непостоянная мероморфная функция [ X —P, имеет 
столько же нулей, сколько и полюсов (с учетом кратностей). 

Это следует из того, что }:`Х —-P, есть собственное ото- 
бражение. 


4.26. Следствие. Многочлен п-й степени 
Ё(г) = =" а, г"-*--... а, ЕС[2] 
имеет с учетом кратностей ровно п нулей. 


Доказательство. Согласно (2.3), мы понимаем f как голо- 
морфное отображение ]: PR—P; которое принимает значе- 
ние со с кратностью п. 
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8 5. Универсальное накрытие, 
накрывающие преобразования 


Среди всех неразветвленных безграничных накрытий много- 
образия Х существует «наибольшее», так называемое универ- 
сальное накрытие. Из него можно получить все другие нераз- 
ветвленные безграничные накрытия. Структура универсального 
накрытия посредством группы накрывающих преобразований 
тесно связана с фундаментальной группой Х. Этими вопросами 
мы займемся в данном параграфе. 


5.1. Определение. Пусть Х, У —связные топологические 
пространства и р: Y — X — неразветвленное безграничное 
накрытие. Отображение р называется универсальным накры- 
тием, если выполняется следующее универсальное свойство: 


Для всякого связного неразветвленного безграничного 
накрытия 9: Z— X при любом выборе точек „EY, EZ 
ср(/)=9(2,) существует ровно одно непрерывное послойное 
отображение {: У—2 с [(и,) =г.. 


Связное топологическое пространство Х обладает с точно- 
стью до изоморфизма не более чем одним унверсальным на- 
крытием. В самом деле, пусть в указанных выше обозначе- 
ниях д: Z— X тоже есть универсальное накрытие. Тогда 
существует послойное непрерывное отображение 5: 2 —У 
с 5(2,)=\. Композиции gof: Y—Y и fog: Z—Z являются 
послойными непрерывными отображениями с gof(y)=Y, и 
fog (2,) =2, соответственно. Ввиду универсального свойства 
может существовать только одно послойное непрерывное ото- 
бражение, которое удовлетворяет этим условиям. Поэтому 
gof=id, и fog=id,, т.е. |; Y—Z есть послойный гомео- 
морфизм. 


5.2. Предложение. Пусть X, У —связные многообразия, 
У односвязно и р: У — X — неразветвленное безграничное на- 
крытие. Тогда р есть универсальное накрытие X. 

Это следует прямо из определения универсального накры- 
тия и предложения 4.17. 


5.3. Предложение. /Тусть X — связное многообразие. Тогда 
существует связное и односвязное многообразие X u неразветв- 
ленное безграничное накрывающее отображение р: X—X. 

Согласно предложению 5.2, это отображение X—X яв- 
ляется универсальным накрытием Х. 


Доказательство. Выделим некоторую точку EX. 
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Для хЕХ обозначим через л(х., X) множество гомотопи- 
ческих классов кривых с началом B X, и концом в X. Положим 


Х: ={(х, a): ХЕХ, аЕл(х,, x). 
Отображение р: X—X определяется условием р (х, ©): =х. 
Теперь введем в Х топологию так, что Х будет связным и 


односвязным хаусдорфовым пространством, а р: Х —*Х станет 
неразветвленным безграничным накрытием. 


Пусть (x, д ЕХ и UcX есть открытая связная и одно. 
связная окрестность x. Подмножество [U, «|= X определим 


следующим образом: [U, @] состоит из всех точек (у, ВЕХ 
с yEU и B=cl(u:v), где и—кривая из х в хса=с| (и), 
а о— кривая из х в у, которая целиком лежит в U. (Так 
как U односвязна, то В не зависит от выбора кривой 9.) 
Пусть DB есть система всех таких множеств [U, «]. 


Утверждение (а). 3 есть базис некоторой топологии на Х. 


Доказательство. (1) Всякая точка в x очевидно, принад- 
лежит по меньшей мере одному [U, a]. 

(ii) Пусть (2, Е [И, ПГУ, В]. Тогда z EUNV и найдется 
открытая связная и односвязная окрестность W CU ПУ точки г. 
А тогда, как легко проверить, 


(2, ЛЕГ, vJelV, а] ПГ, В]. 
Из (1) и (ii) следует утверждение (а). 


Утверждение (5). Отображение р: Х —+ X является локально 
топологическим, в частности непрерывным. 

Это следует из того, что для каждого [U, “Е отобра- 
жение р: [U, a] — U есть гомеоморфизм. 


Утверждение (с). Х —хаусдорфово пространство. 
Достаточно показать, что любые две точки вида (X, о), 


(x, В)ЕХ, где а“==В, имеют непересекающиеся окрестности. 
Пусть (=Х — открытая связная и односвязная окрестность X; 
тогда [U, a]n[U, В]= ©. В самом деле, в противном случае 
в этом пересечении имеется некоторый элемент (у, Y). Пусть 
ш— кривая BU из x в уиа={1 (и), В=с1 (9). Тогда у = 
= cl(u-w)=cl(v-w), откуда следует равенство с] (и) = с1 (о), 
которое противоречит предположению, что a AP. 


Утверждение (а). Пусть и: [0, 1] —+ Х— кривая с началь- 
ной точкой x,. Для 5Е[0, 1] пусть и,: [0, 1J—X есть кри- 
вая, определяемая условием и, (1): =и ($1). (Кривая u, пробе- 
гает все точки кривой и, соответствующие значениям пара- 
метра ZE[O, 51.) Далее, пусть о— замкнутая кривая в Х 
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с началом и концом в X,. Тогда отображение 
и: [0, 1X, &ь (0, el@-u,)), 
непрерывно и является поднятием и с и (0) = (x, с1 (0)). Это 
следует непосредственно из определения топологии на ие. 
Из утверждения (4) вытекает, что X связно и что р: X—X 


обладает свойством поднятия кривых и, значит, согласно (4.19), 
является безграничным. 


Утверждение (е). Х. односвязно. 

Пусть = есть гомотопический класс точечной кривой в x 
ии: [0, 1]— X—samknyras кривая с началом и концом 
в (X, =). Тогда и: =рошесть замкнутая кривая в Х си (0) = хо. 


Пусть u: [0, 1] Х есть поднятие и, которое существует, 
согласно утверждению (4), где в качестве о берется точечная 


кривая в х.. Ввиду единственности поднятия, U=W. Отсюда 


следует, что и (1) = (х,, cl(u))=(x,, =) и, значит, и гомотопна 
нулю. По предложению 4.10, w также гомотопна нулю, и этим 
показано, что Х односвязно. Таким образом, предложение 5.3 
доказано. 


Замечание. В частности, таким способом можно строить 
универсальное накрытие для каждой римановой поверхности; 
согласно (4.6), оно естественным образом является тоже ри- 
мановой поверхностью. 


5.4. Определение. Пусть X и У —топологические простран- 
ства и р: У—+Х — накрытие. Под накрывающим преобразова- 
нием этого накрытия понимается послойный гомеоморфизм 
f: У—-У. Множество всех накрывающих преобразований на- 
крытия р: Y—- X образует группу относительно композиции 
отображений, которую мы будем обозначать символом 
Deck (Y/X). 

_ Иногда Bo избежание недоразумений мы будем пользоваться 


| р 
более подробным обозначением Deck (У —Х). 


5.5. Определение. Пусть X, У—связные хаусдорфовы про- 
странства и р: У — X — неразветвленное безграничное накры- 
тие. Тогда р называется накрытием Галуа (или нормальным 
накрытием), если для каждой пары точек у, И ЕУср(и,)= 
= p(y,) существует накрывающее преобразование f: Y—Y 


с [(%) =. 
Замечание. Согласно предложению 4.8, существует не более 


одного накрывающего преобразования [: У — У с = и, 
так как | является поднятием отображения р: Y— 
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Пример. Отображение р,: С*-—+С*, гн>2*, является не- 
разветвленным безграничным накрытием. Это есть накрытие 
Галуа, так как если 2, г. Е С* и р, (2) = р, (2г.), то г, =в2, 
для некоторого корня = А-й степени из | и отображение 2 >ez 
есть накрывающее преобразование. 

Существует связь между накрытиями Галуа и расширениями 
Галуа для полей, см. (8.12). 


5.6. Предложение. //усть Х — связное многообразие и р: 
X — Х—его универсальное накрытие. Тогда р есть накрытие 
Галуа u Deck (X/X) изоморфна фундаментальной группе п/(Х). 


Доказательство. (а) Пусть и, YEX и p(y)=p(y,). По 
определению универсального накрытия, существует послойное 
непрерывное отображение f! X—X с f(y,)=y,. Надо пока- 
зать, что |— гомеоморфизм. Это можно сделать следующим 
образом. Аналогично |, существует послойное непрерывное 
отображение g: ХК $ (y,)=y,. Тогда fog и gof— послой- 
ные непрерывные отображения X в себя с fogly)=y и 
во} (y,) =Y, соответственно. Опять из определения универсаль- 
ного накрытия следует, что {об и gof суть тождественные 
отображения X. Таким образом, { является гомеоморфизмом, 
а вместе с тем и накрывающим преобразованием. Этим пока- 
зано, что Х — X является накрытием Галуа. 


(5) Пустьх ЕХ, y,EX u p(y,)=x,. Определим отображение 
Ф: Deck (Х/Х) — п, (X, x) 


следующим образом. Пусть с Е Deck (Х/Х) и о— кривая в Х 
с началом в Y, и концом в O0 (Y,). (Гомотопический класс для 
U однозначно определен, так как Х односвязно.) Кривая pov 
в X имеет началом и концом точку ху. Пусть Ф (0) есть го- 
мотопический класс кривой pov. 


(1) Ф является гомоморфизмом групп. Пустьс, TE Deck (Х/Х) 
и 9, ш— кривые в X с началом у, и конечными точками о (Y,) 
и т(и,) соответственно. Тогда сош— кривая с началом о (Y,) 
и концом от (и). Имеем ро(бош) = рош. Композиция кривых 
0. (сом) имеет начало у, и конец OT(y,). Поэтому 


Ф (от) = cl (po(v- (cow))) = cl (ро) cl a) zu 
= cl (pov) cl(pow)=® (в) Ф ($). | 
(11) Ф инъективно. Пусть oEDeck (X IX) ио— кривая в X 


из и, B o(y,) Предположим, что Ф (0) = в, т. е. роу гомотопна 
нулю. Так как о есть поднятие роу, то, согласно (4.10), ко- 
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‚Hell о (Y,) кривой о совпадает с ее началом Y,. Из этого сле- 
дует, что 0=idz. 

(111) Ф сюръективно. Пусть «Е л:(Х, ж) и и— кривая, 
представляющая ©. Пусть о— поднятие и на X с началом Y,. 
Концом v пусть будет у:. Существует накрывающее преобра- 
зование oEDeck (Х/Х) со (и, ) = у:. Из определения Ф следует, 
что Ф (0) =“. | 

Этим предложение 5.6 доказано. 


5.7. Примеры. (а) exp: С —»С* является универсальным 
накрытием для С*, так как С односвязна. Для nEZ пусть 
т С—С есть сдвиг на 2лт. Имеем ехр (т, (г)) = 
— ехр (2+ 2л1т) =ехр (2) для всех 2ЕС, и, значит, т, есть 
накрывающее преобразование. Если о — какое-нибудь накры- 
вающее преобразование, то ехр (в (0)) =ехр (0) = 1 и, значит, 
существует nEZ с о (0)=2nin. Поскольку также т, (0) =2л4т, 
106 —=т.. ИК, 


Deck (С 5 С*) = {т,: ПЕЙ}. 
Так как последняя группа изоморфна Z, то мы получаем, что 
п; (©*) =. | 
(6) Рассмотрим левую полуплоскость 
Н={2 ЕС: Ке (2) < 0} 
и проколотый единичный круг 
E=42E60<1|2t< 1}: 


Тогда exp: H — E* является универсальным накрытием. Как 
и в примере (а), доказывается, что группа накрывающих пре- 
образований состоит. из всех переносов на целочисленные 
кратные 2ni и что п, (Е*) = С. | 

(с) Пусть Г=7л, +Zy, есть решетка в. С. Тогда канони- 
ческое факторотображение С — С/Г является универсальным 
накрытием тора С/Г. Для yET обозначим через 1,: С —* С 
_ перенос на %. Аналогично примеру (а) можно показать, что 
Deck (C—C/T) = {*.: yEeT}. Отсюда следует, что 


s(C/HeTz2x2. 
Вывод. Не существует двоякопериодической относительно Г 


мероморфной функции на С, которая то4 Г имеет один-един- 
ственный полюс первого порядка. 


Доказательство. Такая функция определяла бы голоморф- 
ное отображение [: С/Г — P,, которое принимает значение оо 
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ие 


лишь однократно. Согласно (4.24) и (2.5), f было бы биголо- 
морфным отображением, и тогда, в частности, л,(С/Г) = 
= л, (P,) = 0 — противоречие! 


Замечание. Позже, в (18.3), мы изучим необходимые и до- 
статочные условия, при которых существует двоякопериоди- 
ческая мероморфная функция с заданными главными частями. 
И все же замечательно, что из топологических соображений 
можно получить приведенное выше утверждение. 


5.8. Определение. Пусть Х, У — топологические простран- 
ства, р: У—+Х-—накрытие и С — подгруппа в Deck (Y/X). 
Точки у, И ЕУ называются эквивалентными по модулю С, 
если существует ЕС со(у) =и’ 

Ясно, что это и в самом деле есть отношение эквивалент- 
ности на У. 


5.9. Предложение. Густь X, У — связные многообразия, 
9: У—Х неразветвленное безграничное накрытие и р: 


вх универсальное накрытие. Пусть Ё Х —У—непре- 
рывное послойное отображение, которое существует по опре- 
делению универсального накрытия. Тогда } есть неразветвленное 


безграничное накрытие и существует подгруппа G < Deck (X/X), 


такая, что две точки x, x’ EX отображаются при помощи f 
в одну и ту же точку тогда и только тогда, когда они эквива- 
лентны по модулю G. Имеем G zn, (УТ). 


Доказательство. Мы докажем сначала, что }— локально 


топологическое отображение. Пусть. хЕХ, р(х)=:$ и [(х) = 
= :y. Так как р локально топологическое, то имеются откры- 
тые окрестности W,3x u U,35, такие, что р: W,—U, 
есть гомеоморфизм. Так как 9— неразветвленное безграничное 
накрытие, то существует принадлежащая U, связная OTKPBI- 
тая окрестность (И Э5 и попарно не пересекающиеся открытые 
множества V,, iE/, такие, что 9-1 (И) = UV, ид: У, И для 
каждого ГЕ /. является гомеоморфизмом. Пусть У есть то из 
множеств У;, в котором лежит точка у, и И: = Е 
Тогда yef(W)cg”"*(U), z так как /(W) связно, то f(W)=V. 
Так как р: W—U ид: V—U суть гомеоморфизмы, то f: 
№ —ТУр— тоже ТИВ vn Таким образом, Г локально то- 
пологическое. 

Для доказательства безграничности f рассмотрим кривую 


овУ с начальной точкой и и точку EX с f(x)=Y. 
Покажем, что кривую и можно поднять на X с начальной 
точкой х. Так как р: X—X безгранично, то кривую goU 
можно поднять из X до некоторой кривой и в X с началом х.. 
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Обе кривые [ou и 9 вУ являются поднятиями кривой до9 
и имеют одно и то же начало у, поэтому они совпадают. 
Таким образом, и есть искомое поднятие v. По предложению 
4.19, накрытие | безгранично. 


Пусть С: =Оеск (X/Y). Это есть подгруппа в Deck (Х/Х). 


Так как X односвязно, то fi X — У — универсальное накрытие 
У и накрытие Галуа. Из этого следует, что а = п, (У) uf (х)= 
=/ (х’) тогда и только тогда, когда существует о ЕС со (х) =х”. 
Таким образом, предложение 5.9 доказано. 
Теперь мы используем его для описания неразветвленных 
безграничных накрытий проколотого единичного круга Е* = 


—=12 ЕС: 0<|2|< Ц. 


5.10. Предложение. Пусть Х — риманова поверхность и 
 Х—Б* —голоморфное неразветвленное и безграничное на- 
крытие. Тогда 


(1) Если накрытие f бесконечнолистно, то существует 
биголоморфное отображение ф: X — Н поверхности X на ле- 
вую полуплоскость, такое, что коммутативна диаграмма 


ЕЕ fen 


(ii) Если это накрытие R-nucmno (Е < oo), mo существует 
биголоморфное отображение ф: X — Е*, такое, что коммута- 
тивна диаграмма 


(2) N, 


Здесь p,: Е* — Е* есть отображение г+>г^. 

‚Это предложение означает, что всякое. неразветвленное 
безграничное накрытие над Е* изоморфно накрытию либо 
логарифма, либо корня R-A степени. - 


Доказательство. Так как exp: Н — E* является универ- 
сальным накрытием, то существует голоморфное отображение 
р: H—X cexp=foy. Пусть GcDeck (Н/Е*) есть порн 
‘соответствующая ф по предложению 5.9. 

(1) Если С состоит только из. тождественного преобразова- 
ния, TO отображение 1р: Н —Х биголоморфно и мы имеем 
случай (1) нашего утверждения. Искомое отображение ф: 
Х — H является обратным к %. | 


(11) Имеем 
Deck (Н/Е*) = {т,: ПЕ 2}, 
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где t,: Н—*Н обозначает перенос г->г-+2лт. Поэтому для 
каждой отличной от единицы ‘подгруппы GC Deck (Н/Е*) cy- 


ществует натуральное число > 1, такое, что 


Пусть 5: AH — E* есть неразветвленное безграничное накры- 
тие, определяемое условием д (2) =ехр (2/^). Имеем с (г) = в (2’) 
тогда и только тогда, когда г и 2’ эквивалентны по модулю G 
_ Поэтому существует биективное отображение ф: X—E*, та- 
кое, что коммутативна диаграмма 


Н 
ИМЕ 
Ки 


Так как ф и с локально биголоморфны, TO ф — биголоморфное 
отображение. Теперь легко вычислить, что диаграмма (2) ком- 
мутативна; тем самым предложение доказано. 


5.11. Предложение. /Густь X — риманова поверхность, Е — 
единичный круг и |: Х—Е— собственное голоморфное ото- 
бражение, неразветвленное над Е* = Е`\\ {0}. Тогда существует 
натуральное число Е >1 и биголоморфное отображение @: 
X— E, такое, что коммутативна диаграмма 


RE 
(*) IN Pr 
E 


где р» (г): = 


Доказательство. Пусть X*:=f!(E*). Тогда |: X*—.E* 
есть неразветвленное собственное накрытие и, по предыду- 
ему предложению, существует коммутативная диаграмма 


x* Ba 
EN /PR 
E* 


с биголоморфным отображением ф: Х* — E*. 

Покажем теперь, что /”'!(0) состоит из одной точки. Пред- 
положим, что /-1(0) состоит из п точек 6,,..., 6, ЕХ, п>2. 
Тогда существуют непересекающиеся открытые окрестности 
У: 56; и круг Е (г) ={2ЕС: |z|<r}, О<г< 1, такие, что 


ae Se ИН С == АЕ СЕР 3 


ыы Е* (г) =Е (г) {0}. Так как f7*(E*(r)) гомеоморфно 
р (E* (r))=E*(Y r), то оно связно. Так как каждая точка b, 
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является предельной для FTI(E* (r)), то }-* (Е (г)) тоже связно, 
а это противоречит (**). Итак, }-'(0) состоит из одной-един- 
ственной точки DEN. Поэтому, полагая ф (6): =0, отображе- 
ние ф: Х* — Е* можно продолжить до биголоморфного отобра- 
жения ф: Х — Е, которое делает коммутативной диаграмму (*). 


$ 6. Пучки 


В теории функций часто приходится иметь дело с функциями 
в переменных областях определения. Удобную формализацию 
в таких случаях дает понятие пучка. 


6.1. Определение. Пусть Х — топологическое пространство 
и % —система его открытых подмножеств. Предпучок абелевых 
групп на X есть пара ($, 0), состоящая из 


(1) семейства $ = (9 (U))ues абелевых групп и 
(ii) семейства о = (ой )и, увез, v си групповых гомоморфизмов 
F(U)—# (У) (Ус открыты) 


со следующими свойствами: 


ри = idy u для всех VET, 
pwopr =ру для WeVcU. 


Замечание. ‘заше всего пишут коротко вместо ($, 0). 
Е омоморфизмы ой называются гомоморфизмами сужения. Вместо 
ру (Г) с ГЕЯ (И) пишут кратко [ |. 

Аналогично предпучкам абелевых групп, можно определить 
также предпучки векторных п колец, множеств 
4.:T: A. 


6.2. Пример. Пусть X — произвольное топологическое про- 
странство. Для открытого подмножества И<Х пусть $ (И) 
есть векторное пространство ‚всех непрерывных функций {: 
U—C. Для Ус пусть 07: 8(0)-—8(У) есть обычное 
отображение сужения. Тогда ($, 0) является предпучком 
векторных пространств на Х. 


6.3. Определение. Предпучок % на топологическом про- 
странстве Х называется пучком, когда для всякого открытого. 
множества UCX и всякого семейства открытых подмножеств 


U,cU,iel,c U= U U, выполняются следующие условия 
(Е 1 | 


(аксиомы пучка): 
(I) если элементы f, gEF (И) таковы, что [|U,=g|U, 
для всех iE/, то [=5; 
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(II) пусть заданы элементы F;EF (U,), ТЕГ, такие, что 
f;|U,nU,;=f;|U;NUV, для всех i, | ЕГ; 
тогда существует [Ех (U) с НИ; =[ для всех ЕЕ Г. 


Замечание. Элемент f, существование которого гаранти- 

руется условием (II), определяется, согласно (Г), однозначно. 

Применяя -(Г) и (II) к случаю © = @ = U U,, мы полу- 
[ЕЮ 


чаем, что $ (©) состоит ровно из одного элемента. 


6.4. Примеры. (а) Для всякого топологического простран- 
ства Х определенный в (6.2) предпучок 6 является пучком. 


‚Обе аксиомы пучка (ТГ) и (II), очевидно, выполняются. 


(5) Пусть Х —риманова поверхность и 0(И)— кольцо го- 
ломорфных функций на открытом подмножестве Uc X. Вместе 
с обычным отображением сужения 0(И)—+06(У) для УсИ 
получается пучок 0 голоморфных функций на X. Аналогично 
определяется пучок о мероморфных функций на X. 


(с) Для открытого подмножества И римановой поверхно- 


‚ сти Х пусть 0* (И) есть мультипликативная группа всех го- 


ломорфных отображений }: И —+С*. С обычными отображе- 
ниями сужения получается пучок 0* (мультипликативных) 
абелевых групп. Аналогично определяется пучок M*: cN* (U) 
для открытого множества И<Х состоит из всех мероморфных 
функций FEc# (U), которые не равны тождественно нулю ни 
на какой связной компоненте U. 


(4) Пусть Х — произвольное топологическое пространство 
и О — абелева группа. Определим предпучок 9 Ha X следую- 
щим образом: для непустого открытого подмножества Чех 
пусть $(U):=G и $9(&):=0. Морфизмами сужений пусть 
будут р =1Ас для VER, а ов пусть будет нулевой гомо- 
морфизм. Если в С имеется по крайней мере два различных 
элемента g,, 5,, ав А — два непересекающихся непустых от- 
крытых подмножества U,, U,, то 9 не является пучком, так 
как нарушается аксиома (II): Ч. ПИ, =@, 8,1 ЦИ, ПИ, =0= 
=g,|U,NU,, но не существует такого FEY$(UÄUU,)=G, 
что {| U,=g, и ГО, =8.. | 

(e) Предыдущий пример можно слегка модифицировать и 
получить пучок: для открытого множества U пусть $(U) есть 
абелева группа всех локально постоянных отображений g: 
U—G. (Если И == 9 —связное открытое множество, TO 


$(U)=G.) Для VEU пусть (И) —$(V) есть обычное су: 
жение. Тогда 9 — пучок на Х. Он называется пучком локально 


постоянных функций со значениями BG. Чаще всего он 060- 
значается тем же символом G. 
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6.5. Слои предпучка. Пусть 9% — предпучок множеств на 
топологическом пространстве Х и точка аЕХ. В дизъюнктном 
объединении 

ид (Ч) 


Иэа 


по всем открытым окрестностям U Эа введем следующее от- 
ношение эквивалентности ^: элементы [Е 9 (И)и gEeF (У) 


а 
эквивалентны, | 0, тогда и только тогда, когда существует 
а 


открытое множество W, такое, чтоаЕ ИЯ ИПУи }|Ш=&. 
Легко убедиться, что это в самом деле есть оношение экви- 
валентности. Множество %, всех классов эквивалентности, 
так называемый индуктивный предел 9 (0), 


Fe lim $ (0): =: U „FW, 


U3a 


называется слоем предпучка 5% в точке a. Если # — предпу- 

чок абелевых групп (векторных пространств, колец), то слой 

$. относительно операции на представителях тоже является 

абелевой группой (соотв. векторным пространством, КОЛЬЦОМ). 
Для открытого множества И Эа пусть 


Pa: 9 (И) $. 


есть отображение, которое каждому элементу [Е $ (И) ставит 


в соответствие его класс эквивалентности по отношению ^—; 
а 


о, (Р называется ростком | в точке а. 

В качестве примера рассмотрим пучок Ö голоморфных 
функций в области Хс С. Пусть аЕХ. Росток голоморфных 
функций ФЕб, представляется голоморфной функцией в OT- 
крытой окрестности а, и эту функцию можно разложить в ряд 

ее) 


Тейлора У, с, (г —а)” с ‘положительным радиусом сходимости. 
v=0 


Две голоморфные функции в окрестности а определяют 
один и тот же росток в а тогда и только тогда, когда они 
имеют одинаковые тейлоровские разложения в точке а. Таким 
образом, имеется изоморфизм между слоем б, и кольцом о 
С{2г—а} всех сходящихся степенных рядов от 2—а с ком- 
плексными коэффициентами. Аналогично, кольцо о, ростков 
мероморфных функций в а изоморфно кольцу всех сходящихся 
рядов Лорана 


2 (2—a), k = Z, су Е С, 


с конечной главной частью, 
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Для ростка фЕб, значение ф (а) Е С определено корректно 
(т. е. не зависит от представителя). 


6.6. Лемма. Пусть 9 — пучок абелевых групп на топологи- 
ческом пространстве X и Ис Х— открытое подмножество. 
Элемент fEF (U) равняется нулю тогда и только тогда, 
когда все его ростки о, (РЕФ,, хЕЦ, равны нулю. 

Это следует непосредственно из аксиомы (1). 


6.7. Накрывающее пространство, соответствующее пред- 
пучку. Пусть Х — топологическое пространство и $ — предпу- 
чок на Х. Пусть 

| |: = U F x 


ХЕХ 
есть дизъюнктное объединение всех слоев. Обозначим через 
р: |9 |—X 


отображение, которое элементу PEF ,„ сопоставляет точку X. 
Теперь введем в |9 | топологию. 

Для открытого подмножества Uc X и элемента JEF (И) 
пусть 


[U, = 40; (0): хе |. 


6.8. Предложение. Система № всех множеств [U, [, U om- 
крыто в X, FEF (U), является базисом топологии в |9 |. Проек- 
ция р: |9 |— X есть локально топологическое отображение, 
т. е. неразветвленное накрытие. 


Доказательство. (а) Чтобы показать, что » образует базис 
топологии в |9 |, надо доказать два факта: 

(1) Каждый элемент фЕ|$ | содержится по крайней мере 
в одном [U, fl. Это тривиально. 

(ii) Если ФЕ[И, НПИ, g],;, то существует [W, #] Е», для 
которого ФЕ[ №, й|< [(, [| ПТ, 8]. В самом деле, пусть 
р(ф)=х. Тогда xseUNV и ф=о, (Р =, (5). Поэтому сущест- 
вует открытая окрестность = И ПУ точкихс} | =в| =: 1. 
Отсюда следует, что ФЕ], 1 |< [И, НПП, gl, ч.т. д. 

(6) Покажем теперь, что р: | |— Х — локально тополо- 
гическое отображение. Пусть gE|F| ир($)=х. Найдется 
[U, НЕХ, такое, что фЕ[Ц, f]. Тогда [U, | — открытая окре- 
стность ф и И— открытая : окрестность x. Отображение р: 
[О, f]— U биективно и, как вытекает прямо из определений, 
непрерывно и открыто. Таким образом, р: |5 |— X локально 
топологическое. 


6,9. Определение. Говорят, что предпучок $ над тополо- 
гическим пространством Х удовлетворяет теореме единствен- 
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ности, когда справедливо следующее: если YcC Х — область 
и |, gEF (У) —элементы, у которых ростки о, ({) ио, (8) сов- 
падают в некоторой точке аЕУ, то [=в5. | 

Это условие выполняется, например, для пучков 0 и oM 
голоморфных, соответственно мероморфных функций на рима- 
новой поверхности Х. 


6.10. Предложение. //усть Х — локально связное хаусдор- 
фово пространство и F —предпучок на X, удовлетворяющий 
теореме единственности. Тогда топологическое пространство 
| | хаусдорфово. 


Доказательство. Пусть 95, ФЕ |9 |, Фф.=2Ф.. Надо найти 
непересекающиеся окрестности для ф; и фФ.. 


Случай 1. p(9,) =: х=Е у: = р(ф,). Так как X хаусдорфово, 
то существуют непересекающиеся окрестности ИЭхи ИЗу. 
Тогда p-!(U) и р-* (У) —непересекающиеся окрестности ф,` и 
‚ ф› соответственно. 


Случай 2. р (ф.) =р(ф.) =: x. Ростки ф; Е 5 „ представляются 
элементами }, Е 9 (U ,), где И, — открытые окрестности X (1=1, 2). 
Имеется связная открытая окрестность И< И: ПИ, точки x. 
Тогда [U, f;| Ц ]—открытая окрестность ф;. Предположим, 
что существует фЕ[(, | И] ПГО, №, | Ч]. Пусть р(ф)=у. То- 
гда ф=о, (1) =о, (15). Из теоремы единственности следует, что 
fılU=f,|U и, значит, ф.=ф, — противоречие! Поэтому[ И, {| И] 
и [Ц, f,| U] не имеют общих точек, ч. т. д. 


$ 7. Аналитическое продолжение 


Теперь мы перейдем к построению римановых поверхностей 
для функций, которые получаются аналитическим продолжением 
некоторого функционального ростка. 


7.1. Определение. Пусть Х —риманова — поверхность, 
и: [0, 1] — Х—кривая и u(0)=:a, u(l)=:b. Говорят, 
что росток голоморфных функций ЕО, получается из 
ростка голоморфных функций ФЕб, аналитическим продол- 
жением вдоль кривой и, если существует семейство ф, Е Oz» 
[Е[0, 1], функциональных ростков, такое, что ф,=ф, ф;=ф 
и для всякого тЕ[0, 1] найдется окрестность Тс [0, 1] пара- 
метра т, открытое множество Ис Х с и(Т)< И и функция 


[Еб(И) с 
run = для всех [ЕГ. 


Здесь Pan) есть росток [ в точке и (1), 
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Ввиду компактности [0, 1] это условие эквивалентно сле- 
дующему (см. рис. 5): существуют разбиение О=& <<... 
... ЗЬ-: < Ь =1 отрезка [0, 1], области U,c Хси([1-, Не 
СО; и голоморфные функции F,E6(U,) (=1, ..., п), Ta- 
кие, что: 


(1) ф есть росток [1 в точке а, a ф— росток [, в точке 6; 
(11) У; =Н-: И; для i=l,...,n—1, где У, —связная 
компонента в U,NU ‚,,, содержащая точку и (1,). 
Следующая лемма показывает, как можно интерпретиро- 
вать аналитическое продолжение вдоль кривой при помощи. 
накрытия р: |б| —*Х, которое согласно (6.7) строится из 
пучка голоморфных функций. 


7.2. Лемма. Пусть X — риманова поверхность и и: [0, 1] > 
— X — кривая в Хси(0) =:а и u(l)=:b. Тогда росток WE 6, 
является аналитическим продолжением ростка фЕб, вдоль u 
в том и только том случае, когда существует поднятие 
и: [0, 1] —*|6| кривой и с и (0) =фи ull)=y. 

Доказательство. (а) Пусть фЕб, —аналитическое продол- 
жение ростка фЕб, вдоль и. Пусть 9 Ебщь, ЕЕ [0, 1], —се- 
мейство ростков из определения 7.1. Непосредственно из оп- 
ределения топологии в |Ö| следует, что соответствие #+=., 


задает непрерывное отображение u: [0, 11—|6|. Это u яв- 
ляется поднятием и и и (0) =Ф=ф, а и (1) =ф, =1. 

(6) Дано поднятие и: [0, 1]—|6| для и с и(0)=фи 
и (1) =$. Для 1 [0, 1] положим 9,:=u(t). Тогда ФЕ бин и 
%=P, ф1=1. Пусть TE[O, Пи [U, с |6 |— открытая окре- 
стность й (т). Тогда найдется окрестность TC [0, 1] параметра т 
eu(T)c [U, f]. Из этого следует, что и(Т)= И и =u(l)= 
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= 0,(р (Г) для всех [ЕТ. Это означает, что ф является ана- 
литическим продолжением ф вдоль №, Ч. т. Д. | 

Из единственности поднятия (предложение 4.8) следует 
с учетом этой леммы, что аналитическое продолжение функ- 
ционального ростка вдоль кривой, если оно существует, опре- 
деляется однозначно. Дальнейшим следствием этой леммы яв- 
ляется теорема о монодромии. 


7.3. Теорема о монодромии. Пусть Х — риманова поверх- 
ность, и пусть и, и: [0, 1J— Х — две гомотопные кривые из 
авф. Пусть u, 90<5< 1, есть деформация u, eu, и ФЕД, — 
функциональный росток, который допускает аналитическое 
продолжение вдоль каждой кривой u,. Тогда в результате 
аналитического продолжения ф вдоль u, и и, получается один 
и тот же росток фЕб,. 


Для доказательства надо просто применить предложение 
4.10 к накрытию |6|— X. При этом надо учитывать, что, по 
предложению 6.10, пространство |Ö| хаусдорфово. 


7.4. Следствие. Пусть X — односвязная риманова поверх- 
ность, аеЕХ и ФЕД, -- росток, неограниченно продолжаемый 
в X, m. е. аналитически продолжаемый вдоль любой кривой, 
выходящей из а. Тогда существует голоморфная на всей Х 


функция ГЕОб(Х) ср. (Р=Ф 


Замечание. Ввиду ‘теоремы единственности | определена 
однозначно. 


Доказательство. Для хЕХ пусть ф,Е 0, есть росток, ко- 
торый получается из ф аналитическим продолжением вдоль 
какой-нибудь кривой, идущей изавх. Так как Х односвязна, 
то 1, не зависит от выбора кривой. Положим [(х):= т, (х). 
Тогда f есть голоморфная на X функция с о, (РР) =ф, ч. т. д. 


7.5. Если аналитическое продолжение возможно вдоль двух 
кривых с одними и теми же началом и концом, то из одного 
функционального ростка получается, вообще говоря, два раз- 
личных функциональных ростка. Объединяя все аналитические 
продолжения заданного ростка в одну функцию, мы приходим 
к многозначным функциям. Это понятие нуждается в уточнении. 

Пусть X и У—римановы поверхности, бу и бу соответст- 
венно — пучки голоморфных на них функций и р: Y—X— 
голоморфное неразветвленное накрывающее отображение. Для 
yEY отображение р, будучи локально биголоморфным, инду- 
цирует изоморфизм р*: бу, „„— бу, „. Пусть 


р»: бу, О 
есть отображение, обратное к р*, 
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7.6. Определение. Пусть Х —риманова поверхность, точка 
аЕХ и фЕб, —функциональный росток. Четверка (У, р, [, 0) 
называется аналитическим продолжением ф, если: 


(1) У есть риманова поверхность и р: Y— X — голоморф- 
ное неразветвленное накрытие; 


(ii) /—голоморфная на У функция; 
(iii) 6-— точка в У ср(5) =аи 


Р» (Ey (N) —=Ф 


Аналитическое продолжение (У, р, f, 6) ростка ф называется 
максимальным, когда оно обладает следующим универсальным 
свойством: если (7, 4, ©, с) — другое аналитическое продолже- 
ние @, то существует послойное голоморфное отображение F: 
Ус Р(с)=би F()=g 

Максимальное аналитическое продолжение определяется 
однозначно с точностью до изоморфизма. А именно, в приня- 
тых выше обозначениях пусть (Z, д, 5, с) наряду с (У, р, {, 6) — 
тоже максимальное аналитическое продолжение ф. Тогда су- 
ществует послойное голоморфное отображение G: Y—ZcG (b)=c 
и (* (5) =}. Композиция Ко является послойным голоморф- 
° ным отображением У на себя, оставляющим на месте точку 6. 
Поэтому, согласно предложению 4.8, FoG=id,. Таким же 
образом доказывается, что GoF=idz. Отсюда следует, что 
а: Y —  —биголоморфное отображение. 


7.7, Лемма. Пусть X — риманова поверхность, аЕ Х, ФЕб, 
и (У, р, |, 6) — аналитическое продолжение ф. Тогда если и: 
[0, || У — кривая e 00) =6 и 0 (=: в; то росток тф:= 
= р» (0, (7)) On является аналитическим продолжением @ 
вдоль кривой и: = роц. 


Доказательство. Для [Е[0, 1] положим ф, : = р» (др Е 


е Opium = Öyn. Имеем 9 =PHQı=P: („)=%. Пусть &, Е [0, 1 
Так как р: У > X — неразветвленное накрытие, то имеются 


открытые окрестности Ум У и Ос Х точек v(l,) и p(v(l,))= 
= u(l,) соответственно, такие, что р: V—U биголоморфно. 
Пусть 9: U—V есть обратное отображение и в := 9* (ПИ) Е 
Еб(И). Тогда р» (и (1)) = реа (8) для всех ЧЕТ. Существует 
окрестность Го [0,1] параметра &, со(ТГ)< И, т. е. u(T)cU. 
Для всех [ЕТ имеем 


Pan (8) = Pr (Pain (MN) = Ф:. 


Тем самым доказано, что 1р есть аналитическое продолжение @ 
ВДОЛЬ Ц. 
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7.8. Предложение. //ycmo X — риманова поверхность, аеХ 
и ФЕО, — росток голоморфных функций в точке а. Тогда для ф 
существует максимальное аналитическое продолжение (У, р, |6). 


Доказательство. Пусть У есть связная компонента прост- 
ранства |0|, в которой лежит @. Сужение отображения 
р: |6|— X на У мы обозначим тоже через р. Тогда р: Y— X — 
неразветвленное накрывающее отображение. Снабдим У, со- 
‚гласно предложению 4.6, комплексной структурой; тогда У 
будет римановой поверхностью и отображение р: Y—X To- 
ломорфно. Голоморфную функцию [: У —> С определим следую- 
щим образом. Каждая nEY по определению является функ- 
циональным ростком в точке р (1). Положим [(\):= \ (р (1)). 
Легко видеть, что f голоморфна и что р. (0. ({)) =\ для всех 
ЕТУ. Поэтому, полагая 6:= ф, мы получаем, что. (У, р, Ё, 5) 
есть аналитическое продолжение ф. 

Покажем теперь, что (У, р, f, 6) — максимальное аналити- 
ческое продолжение @. Пусть (Z, 4, 5, с) — другое аналитиче- 
ское продолжение ф. Отображение РЁ: Z—Y определим сле- 
дующим образом. Пусть ЕЁ и 9(2) =:х. По лемме 7.7, 
функциональный росток 0. (0х (5)) Е б, получается из ростка ф 
аналитическим продолжением вдоль кривой из ав X. По лем- 
ме 7.2, У состоит из всех функциональных ростков, которые 
можно получить из ф аналитическим продолжением вдоль 
кривых. Поэтому существует ровно одно ЧЕУ сд, (0х (8)) = N. 
Положим Р(ё)=\. Легко проверить, что ЁР: 2 -—> У — голо- 
морфное послойное отображение с РЁ (с) =Ви Е* (7) =5, ч. т. д. 


Замечание. Точно так же, как для ростков голоморфных 
функций, можно строить аналитические продолжения для ро- 
стков мероморфных функций. При этом используется накры- 
вающее пространство |e4|— X. Ветвления мы полностью 
исключили из рассмотрения. В следующих параграфах при 
изучении специального случая алгебраических функций мы 
все-таки будем учитывать и ветвления. 


$ 8. Алгебраические функции 


Простейшим примером многозначной аналитической функции 
является корень. Это частный случай так называемых алгеб- 
раических функций, т. е. функций = (2), удовлетворяющих 
некоторому алгебраическому уравнению и” -{ а, (2) и"-1* +... 
...- 4 (2) =0, где коэффициенты а, суть заданные мероморф- 
ные функции от г. В этом параграфе мы построим римановы 
поверхности алгебраических функций. Они оказываются соб- 
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ственными накрытиями, число листов которых равно степени 
алгебраического уравнения (если оно неприводимо). 


8.1. Элементарные симметрические функции. Пусть X, У — 
римановы поверхности, л: У — X — собственное неразветвлен- 
ное голоморфное п-листное накрытие и } — мероморфная функ- 
ция на У. Каждая точка xE Х обладает открытой окрестностью 

U, такой, что nn! (И) есть дизъюнктное объединение открытых 
множеств V,, ..., И, и отображения л: ИУ, — И биголоморфны 
(у=1, ..., п). Пусть т, U— V,— обратные отображения 
кл: У, —-Ии [,:= ®. Пусть Т — переменная и 


Ue-m=T"+aTri+...+0, 


Тогда с, суть мероморфные функции в U, a именно 
= (м... Г), 


где $, обозначает у-й элементарный симметрический многочлен 
от п перзменных. Проводя ту же конструкцию над окрестно- 
стью U’ другой точки х’ЕХ, мы получаем над UNÜU’ те же 


самые функции C,, ..., C„, которые таким образом склеиваются 
в глобальные мероморфные функции с.,..., С, Е И (Х). Мы 
называем с., ..., с, элементарными симметрическими функциями 


от f относительно накрытия У —Х. 


8.2. Предложение. /Густь X, У — римановы поверхности и 
л: Y — X — собственное голоморфное п-листное накрывающее 
отображение. Пусть Ас X есть замкнутое дискретное под- 
множество, содержащее все критические значения отображения 
n, и В=л-1(А). Пусть [-—голоморфная (или мероморфная) 
функция на У\ В, и пусть с, ..., C„E6(XN А) (coome. 
EM(X N 4)) —элементарные симметрические функции от f. 
Тогда f допускает голоморфное (мероморфное) продолжение на 
всю У в том и только том случае, когда все с, можно голо- 
морфно (мероморфно) продолжить на Х. — 

На основании этого предложения в дальнейшем можно бу- 
дет определить элементарные симметрические функции для 
ГЕИ (У) также относительно разветвленного накрытия. 


Доказательство. Пусть аЕА u b,, ...,6,„— прообразы а. 
Пусть (U, г) — относительно компактная координатная окрест- 
ность а с 2(а)=0и ИПА= а}. Тогда У := л-* (И) —относи- 
тельно компактная окрестность каждой точки Du. 


1. Мы обсудим сначала случай FEG(YN В). 


(а) Пусть f голоморфно продолжается во все точки bu. 
Тогда f ограничена на У \ {6,,...,6„}. Отсюда следует, что 
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все с, ограничены в UN {а}. По теореме Римана об устрани- 
мой особенности они голоморфно продолжаются в точку а. 


(b) Предположим, что все с, допускают голоморфное про- 
должение в а. Тогда все с, ограничены в UN {а}, откуда 
следует, что f ограничена в V\N {6.,...,6»„}, так как для 
УСУ\ {6.,..., бы и х=л (У) имеем 


War... <, (® =0 


Опять из теоремы Римана об устранимой особенности следует, 
что f голоморфно продолжается в каждую точку Du. 


2. Пусть теперь {Ес (У \\ В). 


(а) Пусть f мероморфно продолжается во все точки би. Функ- 
ция ф:= л*2 © 0(У) обращается в нуль во всех точках Du: 
Поэтому для достаточно большого Е функция @*f голоморфно 
продолжается во все точки р,. Элементарные симметрические 
функции от Q*f суть 2, которые по первой части доказа- 
тельства голоморфно продолжаются в точку а. Таким образом, 
все с, мероморфно продолжаются в а. 


(6) ГТусть все с, можно мероморфно продолжить в а. Тогда, 
в тех же обозначениях, имеем: если К достаточно велико, то 
все z*Yc, голоморфно продолжаются в аи, значит, @*f голо- 
морфно продолжается во все точки bu. Отсюда следует, что } 
мероморфно продолжается BO все точки db, 4. T. д. 

Для дальнейших целей отметим еще, что при доказатель- 
стве этого предложения не использовалась связность У. Пред: 
ложение справедливо также для случая, когда У есть дизъ- 
_ юнктное объединение конечного числа римановых поверхностей. 


8.3.. Предложение. Лусть X, У —римановы поверхности u 
л: Y — X — собственное голоморфное п-листное накрывающее 
отображение. Если [ЕЙ (У) ис, ..., с, Ей (А) — элементар- 
ные симметрические функции от |, mo 


Ре (лс) ее... 4 (ие) Г я*, =0. 


Мономорфизм n*: о (Х) — о (У) является алгебраическим pac- 
ширением полей степени < п. 


Дополнение. Если существует [Е «4 (У) и точка хЕХ с про- 
образами у,,..., И, Е У, такая, что значения | (уу), у= 1, ER, 
попарно различны, то расширение полей л*: M(X)— MN (У) 
имеет степень N. 


Замечание. Позже мы увидим, что условие дополнения 
всегда выполняется, —см. (14.13) и (26.6). 
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Доказательство. Справедливость равенства 


RZ (лс) т =0 


следует прямо из определения элементарных симметрических 
функций от [. 

Пусть Ё,: = о (У) и К := л* 4 (Х) СГ. Тогда каждая [EL 
является алгебраической над К, а соответствующий минималь- 
ный многочлен для f над К имеет степень < п. Пусть ВЕБ 
есть элемент, для которого степень N, минимального много- 
члена максимальна в /.. | 


Утверждение: L=K (р). 

Для доказательства утверждения возьмем произвольный 
элемент [EL и рассмотрим поле К (р, №. По теореме о при- 
митивном элементе, существует ЕЁ с К(ф, M)=K (5). По on- 
_ ределению п, имеем апп» К (5) <n,. С другой стороны, 


Ч тк К (fos N > dim К (К) > По. 
Отсюда следует, что К (р) =К (Т, NM и, значит, [ЕК (1). 

Доказательство дополнения. Если бы степень минимального 
многочлена для { над К равнялась т < п, то [могла бы при- 
нимать над каждой точкой xE X не более чем т различных 
значений. 

8.4. Предложение. Лусть Х—риманова поверхность, 
AcX — замкнутое дискретное подмножество и Х’=Х\А. 
Пусть У’ — другая риманова поверхность и п’: Y'— X’ — собст- 
венное неразветвленное голоморфное накрытие. Тогда п’ про- 
должается до собственного накрытия над X, т. е. существует 
риманова поверхность У, собственное голоморфное отображение 
л: Y—X и послойное биголоморфное отображение 

ф: У\л-:(А) У’. . 

Доказательство. Для каждой аЕ А выберем координатную 
окрестность (Из, 2) в Х со следующими свойствами: 2„ (а) =0, 
z,(U,) есть единичный круг в Си Ч. П Иа, = © дляа-2а' ЕА. 
Пусть Из =И.\\{а}. Так как п’: У’—Х’ собственное, то 
л’-1(И 2) распадается на конечное число связных компонент 
У» v=l, ..., п (а). Для каждого v отображение л’: Ук —+ И: 
есть собственное неразветвленное накрытие. Пусть число его 
листов равно Ay. По предложению 9.10, имеются биголоморф- 
ные отображения Lay: Vav— E* множеств У, на проколотый 
единичный круг Е* = Е\\ {0}, такие, что диаграмма 


м’ Р: | Tav 
те 
raue Sig 


где ла» (8) =5“а^, коммутативна, 
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Теперь мы выберем «идеальные точки» р„, ае А, *=1,... 
..., П (а), т. е. попарно различные элементы некоторого не 
пересекающегося с У’ множества. Тогда на 


а И, п (а)} 


имеется ровно одна топология со следующим свойством: если 
W ,, ГЕГ, — базис окрестностей точки а, то 


{Рау} Ц (л (W NV)» iel, 


есть базис окрестностей для Pay, а на У’ индуцируется уже 
заданная топология. Благодаря этому У становится хаусдор- 
фовым пространством. Определим л: Y—X, полагая л (у) = 
= л’(у) для yEY’ и n(pa)=a. Тогда, как легко проверить, 
л есть собственное отображение. 

Чтобы превратить У в риманову поверхность, мы добавим 
к картам комплексной структуры на У’ еще следующие кар- 

пусть Ум = Уа» Ц {Ра} И 


Сам: ах —E 


есть продолжение определенного выше отображения Lv: Vn—E*, 
задаваемое условием би, (ру) : = 0. Так как исходное отобра- 
жение биголоморфно относительно комплексной структуры Ha 
У’, то новые карты Lav: Vav— E биголоморфно согласованы 
с картами комплексной структуры на У’. Отображение л;: У — 
—-Х становится голоморфным. Так как по ‚построению 
У\л-:(А)=У’, то в качестве ф: У\л-:(А)—+ У’ мы можем 
взять тождественное отображение. Тем самым существование 
продолжения для накрытия л’: Y’— X’ доказано. 
Следующее предложение показывает, что продолжение на- 
крытия, существование которого только что было доказано, 
определяется однозначно с точностью до изоморфизма. 


8.5. Предложение. /Густь X, У, (= римановы поверхности 
ил: УХ, т: Z— X — собственные голоморфные накрытия. 
Пусть ACX есть замкнутое дискретное множество точек, 

=Х\ А, У’:= л-1(Х’) и Z’:=T71(X’). Тогда всякое послой- 
ное биголоморфное отображение в’: Y'—Z' можно продол- 
жить до послойного биголоморфного отображения 0: У —>2. 
В частности, всякое `накрывающее преобразование 9’Е 
€ Deck (У’/Х”) можно продолжить до накрывающего преобра- 
зования o Е Deck (У/Х). 


Доказательство. Ilyctp a€ A u (U, 2) —координатная окрест- 
ность а, такая, что г (а) =0 u 2(И) —единичный круг. Пусть 
U*=UN lat. Мы можем к тому же предполагать, что U на- 
столько мала, что л и т над U* не разветвлены. Пусть 
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У,, .... ИиМ,, ..., №, суть связные компоненты л-* (И) 

‚и т1(() соответственно. Тогда Уу:=\У,\ п! (а), соотв. 

о = WuNT”!(a), суть связные компоненты su} (U*), соотв. 
7448/97: 

Так как 0°: л-1(И*) — T7!(U®) биголоморфно, то п=т и 
можно так перенумеровать компоненты, что 0 (У.) =. Так 
как л: У, —+И*—конечнолистное неразветвленное накрытие, 
то, по предложению 5.11, И,Пл-*: (а) состоит ровно из одной 
точки 6.,; таким же образом, и, NT”! (а) состоит из одной-един- 
ственной точки с,. Поэтому 0°: nt (U*) — T7!(U*) можно про- 
должить до биективного отображения п! (И) —+т-1 (И), при- 
чем В, соответствует точка с,. Так как u: И, —+Иит: W,—U 
собственные, то это продолжение является гомеоморфизмом, а 
по теореме Римана об устранимой особенности оно даже биго- 
ломорфно. (Теорема об устранимой особенности применима, 
так как У, и W,, по предложению 5.1], изоморфны кругу.) 
Применим это построение к каждой исключительной точке 
ae Ä и тогда получим искомое продолжение о: У-+ 2. 

Благодаря предложению 8.5 следующее определение имеет 
смысл (см. определение 5.5). 


8.6. Определение. Пусть X, У —римановы поверхности и 
sn: Y— X — собственное голоморфное накрытие. ` Пусть 
Ас Х есть множество критических значений для л, Х’:= ХМ А 
и У’:=л-1(Х'). Тогда Y—X называется накрытием Галуа, 
если Y’— X’ есть накрытие Галуа. 


8.7. Лемма. Пусть с, ..., с„ —голоморфные функции в 


круге 
Е (К) = {2 ЕС: FRE № 
Пусть w, ЕС есть простой нуль многочлена 
T® +c, (0) Tr"1+...+c,(0)EC[7]. 


Тогда существует. г, 0 < г=< В, и голоморфная в круге Е (г) 
функция ф, такая, что ф (0) =щ, u 


BE pP? + cp"... с, =0 на Е (г). 
Доказательство. Для zEE(R) и \ЕС пусть 
Е (2, Ш) = и" -с, (2) w""I+...+c,(2). 


Существует => 0, такое, что функция ш->Р (0, w) в круге 
44 ЕС: |w—w, |< =} имеет единственный Sig w,. Ввиду He- 
прерывности F, теперь найдется г, O<r<sSR, такое, что функ- 
ция F на множестве 


{(2, wel? |2| < г, |w—w,|=e} 
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не имеет нулей. Для фиксированного 2ЕЁ (г) величина 


Я Fu (2, &) 70 
й (2) = 5: | | Е (2, w) dw (ee; -5%) 
lw-w, |== 
дает число нулей функции ш->Е(2, &) в круге с радиусом & 
и центром &,. Так как п (0) =1 и п непрерывно зависит от zZ, 
то п (2) = | для всех 2 Е ЕЁ (г). По теореме о вычетах, нуль функ- 
ции wı>F(z, w) в круге |w—w,| < = задается формулой 
29 чи (2, 09) 
$ | Ре, в) dw 
lw-w, [== 

Так как подынтегральное выражение голоморфно зависит от 2, 
то функция 2->ф$(2г) в Е (г) голоморфна и ЁР(2г, <(2)) = 0 для 
всех. 2C Е (г); Ч. тд. 


8.8. Следствие. Пусть б, есть кольцо ростков голоморд- 
ных функций в точке х на римановой поверхности и 


Р(Т)=Т" +0 T"7!+...+0€6,[T]. 
Пусть многочлен 
р(Т):= Т® с, (х) т"... + с, (ХЕС[Т] 


имеет п попарно различных нулей в, ..., ш,. Тогда сущест- 
вуют элементы ф., ..., Ф,Е0,, такие, что фу (х) =ш., и 


рт) = To. 


8.9. Предложение. /Густь Х — риманова поверхность и 
P(T)=T"-+cT""!+...+0,EA(X)[T] 


— неприводимый многочлен степени п. Тогда существует pu- 
манова поверхность У, собственное голоморфное п-листное на- 
крытие п: Y—X u л мероморфная функция FEH(Y) с 
(n*P)(F)=0. Тройка (У, n, Г) определена однозначно в сле- 
дующем смысле: если (2, т, G) удовлетворяет этим условиям. 
то существует ровно одно послойное биголоморфное отображе: 
ние 0: Z—>YcG=o*F. = 

Для краткости мы называем тройку (У, л, F) алгебраи- 
ческой функцией, определяемой многочленом Р(Т). 


Замечание. Классический случай получается, когда X=P; 
есть риманова числовая сфера. Тогда, согласно (2.9), коэффи- 
циенты многочлена Р(Т) являются рациональными функция- 
ми одного переменного. Так как Р, —компакт и отображение 
л: У — P; собственное, то поверхность У тоже компактна. 
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Доказательство. Пусть А Е «# (X) есть дискриминант MHOTO- 
члена P(T) (А является известным многочленом от коэффици- 
ентов Р). Дискриминант не может равняться нулю тождест- 
венно, так как в противном случае Р был бы приводимым. 
Существует замкнутое дискретное множество точек А< X, такое, 
что в каждой точке хЕХ’:= Х\А все функции CC, ..., С» 
голоморфны и ДА (х) 20. Тогда для каждой xE X’ многочлен 


рх (Г) := Т"- с, (х) ТЗ... че, (ХЕС[Т] 


имеет и попарно различных нулей. Теперь воспользуемся Ha- . 
крытием |6] — X, соответствующим пучку 6 согласно (6.7). 
Пусть У’ < |6] есть множество всех функциональных ростков 
фЕб, : хЕХ' ‚ которые удовлетворяют уравнению Р ($) =0, и 
л’: Y’— Х’— каноническая проекция. Согласно следствию 8.8, 
для каждой точки ХЕХ’ Е открытая окрестность 
Исх’ и голоморфные a 52 ЕО), такие, что 


PiTy= Па— fi) над U, 


v= 
и, значит, л’-1 (И) = uU, ‚|. Множества [U, f,] попарно 


не пересекаются и все д: [(, Ё,| —+ U — гомеоморфизмы. Это 
показывает, что Y’— X’ есть безграничное неразветвленное 
накрытие. Связные компоненты У” суть римановы поверхности, 
которые также безграничны и не разветвлены над Х’. Пусть 
|: У’—-С определяется условием }(ф) :=Ф (m ($)). Тогда } го- 
ломорфна и, по построению, 


WW" с, (п’ (у)) Ру)" ... Не, (м (у)) =0 


для всех yEY’. По предложению 8.4, накрытие л’: У’—Х' 
можно продолжить до собственного голоморфного отображения 
л: Y—X. (Мы отождествляем У’ с л-1(Х').) По предложе- 
нию 8.2, | продолжается до мероморфной функции FEM(Y), 
для которой 


РЕ) = Ре) РА, бр. =, 


Покажем теперь, что У связно и, значит, У —риманова по- 
верхность. Предположим, что это не так. Тогда У распада- 
ется на конечное число связных компонент Y,, ..., У, и 
л: У, > — собственные голоморфные п;-листные накрытия, 
Din;—=n. Образуя элементарные симметрические функции от 
F У», мы получаем многочлены Р;(Т) Е «А (Х)[Т] степени nn 
такие, что 
Ровер (ТЗ 


Но это противоречит неприводимости P(T). 
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Единственность. Пусть (2, т, @) — другая алгебраическая 
функция, определяемая многочленом P(T). Пусть Вей есть 
объединение полюсов G и точек разветвления для т, и пусть 
А’:=т (В). Положим . 


x7 dan a 9 Sr ‚= п! (Х”), т — т) 


и определим послойное отображение о”: Z"—Y” следующим о 
образом. Пусть 261”, т(2)=х и ФЕб, — функциональный 
росток, ф:=т,@,. Имеем Р (ф) =0. По построению У’, ф есть 
точка в У’, лежащая над X, и, значит, фЕУ”". Мы полагаем 
0” (2) =ф. Непосредственно из определения следует, что 0” He- 
прерывно. Так как отображение 0” послойное, то отсюда следует, 
что 0” голоморфно. Кроме того, о” собственное, так какл: я >Х” 
непрерывное ит: 2” — X” собственное. Следовательно, 0” сюръ- 
ективно (лемма 4.21). Так как Y"—X” и Z’—X” имеют 
одинаковое число листов, то 0”: 2” — У” биголоморфно. Далее, 
из определения 0” следует, что @ |2” = (0")* (Е | У”). По пред- 
ложению 8.5, о” продолжается до послойного биголоморфного 
отображения 0- Z—Y, для которого тогда G=0*F. Отобра- 
жение о однозначно определяется свойством @ = 0*ЁР. В про- 
тивном случае существовало бы отличное от тождественного 
накрывающее преобразование &: У — У с &*Р=Р. Но это не- 
возможно, так как на слое л-1 (х) над каждой точкой ХЕХ" 
функция F принимает попарно различные значения. 


8.10. Пример. Пусть {(2) = (2— а.) ... (2—а,) —многочлен 
с попарно различными нулями A, ..., а, ЕС. Мы рассматри- 
ваем } как мероморфную функцию на римановой числовой сфе- 
ре P,. Многочлен P(T)=T?—f неприводим над cA (P,) и опре- 
деляет алгебраическую функцию, которая обычно обозначается 
Vf (2). Ее риманову поверхность л: Y— P,, согласно приве- 
денной выше конструкции, можно описать следующим обра- 


зом. Пусть 
А := {a,, зу a, 0 {со}, 


X':=p,NA u У’:=л-"(Х'). Тогда л: У’—+Х’ есть безгра- 
ничное и неразветвленное двулистное накрытие. Из этого сле- 
дует, что всякий функциональный росток фЕб,, хЕХ',, с 
ф? =} можно аналитически продолжить вдоль любой кривой, 
лежащей в Х’. Рассмотрим теперь накрытие над окрестностью 
исключительной точки. 
(a) Для jeil, ..., п} пусть г, > 0 настолько мало, что 
в круге 
И; := 42 ЕС: |2—а,| < г,} 


нет других точек множества A. Функция g(2) = Пера) 
ТО #i 
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в U, не имеет нулей и U, односвязна, поэтому существует 
голоморфная функция ht U,—C с h’=g. Таким образом, 


в U, имеем | 
I(2)=(2—.a,) h(2)?. 


Пусть O<p<r, BER и б=а, + ре®. По лемме 8.7, имеется 
росток ФЕ Е б; с ф=ри | 


Фе (6) =И рез (0). 


Следовательно, аналитически продолжая этот росток вдоль 
замкнутой кривой G=a,-+ ре, 0<0<2л, мы получаем ис- 
ходный элемент со знаком минус. Пусть И: =(И,;\{а,} и У}: = 
= л-! (07). Тогда л: У. —И'т— связное двулистное накры- 
тие, как в предложении 5.10 (ii) с А=2, так как св против- 
ном случае sn: V;— U}; распадалось бы на два однолистных 


‚накрытия и. аналитическое продолжение вдоль кривой = 


=4; + ое, 0<0=<2л, привело бы к тому же функциональ- 
ному ростку. Поэтому риманова поверхность У имеет ровно 
одну точку над точкой а,. 

(b) Пусть г >> maxfla,|, ...‚ja,|} и 0*: = {2 ЕС: |z| >r}. 
Тогда И:= И*( {со} есть изоморфная кругу окрестность со, 
которая не содержит других точек множества А. В U функ- 
цию | можно представить в виде /=2”F, где ЕР — голоморф- 


‘ная функция без нулей в U. Мы различаем два случая. 


(Г) n нечетно. Тогда существует мероморфная функция A 
вЫ Fe) 28 (2). я 
_ (il) п четно. Тогда существует мероморфная функция AB 
Ве 1 (2) =8(2)%. | 

Пусть У*:= л7-1(0*). Как и выше, показывается, что в слу- 
чае (1) u: V*— U* есть связное двулистное накрытие и что 
У имеет над со ровно одну точку. Напротив, в случае (ii) 
л: V*— U* распадается на два однолистных накрытия и, зна- 
чит, У для четных п имеет над со две точки. | 


8.11. Если X, У—римановы поверхности и пл: УХ — 
голоморфное накрывающее отображение, то Deck (Y/X) имеет 
представление в группе автоморфизмов поля со (У), которое 
определяется следующим образом. Для oEDeck (У/Х) пусть 
0] :=1[0071. Ясно, что соответствие fr>0f является автомор- 
физмом: oA (У). Отображение 


Deck (Y/X) — Aut (4 (У)) 


есть гомоморфизм групп. В самом деле, пусть в, TE Deck (Y/X). 
Тогда для каждой [Е о (У) 


(ot) [= [ю(0т)-* = [01-1001 =0 (от-1) == в (т[), 
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Всякий такой автоморфизм |-> 0], очевидно, оставляет инва- 
риантными функции подполя л*(Х) со (У) и, таким обра- 
зом, является элементом группы Галуа Aut (e# (У)/л*о# (Х)). 


8.12. Предложение. Пусть Х— риманова поверхность, 
К := о (Х) — поле мероморфных функций на Хи Р(ГРЕК[Т] — 
неприводимый многочлен степени п со старшим коэффициентом 
единица. Пусть (У, n, Е) есть алгебраическая функция, опре- 
деляемая P(T), и [= М (У). В силу мономорфизма п*: K—L, 
К рассматривается как подполе в L. Тогда L:K есть расши- 
рение полей степени п и [= К[Т|/(Р(Т)). Всякое накрываю- 
щее преобразование с: У — У накрытия У над X индуцирует 
автоморфизм |=>о0]}:= [юб-1 поля Г, сохраняющий К; опре- 
деляемое так отображение 


Deck (У/Х) — Aut ([/К) 


является изоморфизмом групп. Накрытие Y—X является на- 
крытием Галуа тогда и только тогда, когда расширение по- 
лей L:K есть расширение Галуа. 


Доказательство. То что L:K есть расширение полей степе- 
ни ий, следует из дополнения к предложению 8.3. Так как 
P(F)=0, то имеет место гомоморфизм К [T]/(P(T))—L; так 
как оба поля имеют степень п над К, то это изоморфизм. 

Отображение Deck (У/Х) —+ Aut (L/K) инъективно, так как 
для всякого нетождественного накрывающего преобразования 
o имеем оР==Р. Это отображение также сюръективно. В са- 
MOM деле, пусть %Е Aut (Ё/К). Тогда (У, л, аЕ)—тоже алгеб- 
раическая функция, определяемая многочленом Р (Т); поэтому, 
согласно утверждению о единственности в предложении 8.9, 
существует накрывающее преобразование TE Deck (У/Х) с аЁ = 
= 1*Р. А тогда для 0:=T7! имеем 


осР = Код 1 = Рот =т*Р =@ РЁ. 


Так как L получается из F над К, то автоморфизм fr>of 
поля L совпадает с 4“. | 

Последнее высказывание предложения следует из того, что 
У над X, соотв. L над К, суть расширения Галуа тогда и только 
тогда, когда Deck (У/Х), соотв. Aut (L/K), состоит из п эле- 
ментов. 


$9. Дифференциальные формы 


В этом параграфе мы вводим понятие дифференциальной фор- 
мы на римановой поверхности. При этом мы рассматриваем 
не только голоморфные и мероморфные дифференциальные фор- 
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мы, но также и дифференциальные формы, которые лишь диф- 
ференцируемы в вещественном смысле. 


9.1. Пусть И —открытое подмножество плоскости С, кото- 
рая отождествляется с R?. Пусть х, у- канонические вещест- 
венные координатные функции и zZ=x-iy. Через &(U) мы 
обозначаем С-алгебру всех функций {: И —+ С, бесконечно диф- 
ференцируемых относительно вещественных координат X, у. 
Наряду с производными д/дх и 0/ду мы рассматриваем также 
дифференциальные операторы «исчисления Виртингера» 


В о fßc, zd 
АС ©: % ER (% =. И. 


. Как известно, дифференциальные уравнения Коши — Римана как 
раз означают, что векторное пространство Ö(U) голоморфных 


функций на И является ядром отображения =: @(И)—$(0). 
2 


9.2. При помощи комплексных карт понятие дифференци- 
руемых функций можно перенести на римановы поверхности Х. 
Для открытого подмножества Ус Х пусть &(Y) состоит из 
всех функций fi Y—Ü со следующим свойством: для любой 


карты 2: И -»УсСна Х cUcY найдется функция ТЕФ(И), 
такая, что [| = Гог. (Функция f однозначно определяется 


функцией f, так как f =foy, где ip: У —+ И — обратное отобра- 
жение к г: U—V | 

Вместе с естественными отображениями сужения таким 
образом получается пучок © дифференцируемых функций на 
римановой поверхности Х. (Дифференцируемость всегда в даль- 
нейшем означает бесконечную дифференцируемость.) 

Если (U, г), г=х- ий), — координатная окрестность на X, 
то естественным образом можно определить дифференциаль- 
ные операторы 


д д д — 


Пусть точка aEX. Тогда слой &, пучка © состоит из всех 
ростков дифференцируемых функций в точке а. Мы обозначаем 
через m,C&,„ векторное подпространство всех функциональ- 
ных ростков, которые равны нулю в а, а через ша т, — век- 
торное подпространство тех функциональных ростков, которые 
обращаются в точке а в нуль второго порядка. Говорят, что 
росток PEM, имеет нуль второго порядка, если он представ- 
ляется функцией [, которая относительно координатной окрест- 
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ности (U, z=x--iy) точки а удовлетворяет условию 
(0! | 
дк (@)=5, (а) =0. 
Это определение не зависит от выбора локальной координаты г. 
9,3, Определение, Векторное факторпространство 


Tr :=m,/m 


‚называется кокасательным пространством поверхности X 
в точке а. Если И —открытая окрестность а и JEE&(U), то 
дифференциалом d,[ET5 функции {| в точке а называется 


элемент 
da] := (7—1 (а)) mod па. 


При этом учитывается, что функция }—}] (а) в точке а равна 
нулю, и, значит, она представляет некоторый элемент из M,. 
Его класс вычетов по модулю 12 и есть, по определению, d,f. 

9,4. Предложение. //ycmo Х — риманова поверхность, аеХ 
и (U, г) —координатная окрестность а. Пусть г =х + и) есть 
разложение г на вещественную и мнимую части. Тогда элемен- 
ты d,x u ау образуют базис в кокасательном пространстве 
ТФ. Также и (4.2, 4.2) есть базис в Т®. Если f— дифферен- 


цируемая функция в окрестности а, то С 
д BR 
=, (@) dor +5 (а) Чу = 5, (a) 4.г + (0) ал. 


Доказательство. (а) Покажем сначала, что (d,x, d,y) поро- 
ждают ТР. Пусть ЕТ? и фЕш, — представитель #. Разло- 
жение ф по формуле Тейлора в точке а дает 


ф=с1 (х—х (а)) с, (у— у (а)) т, 


где с1, с ЕС и фЕша. Переходя к классам вычетов по модулю 


12, получаем | 
t=c,d,x - саду. 


(6) ах и ау линейно независимы. В самом деле, из 
сах +c,d,y=0 следует, что 
6 (х—х (а)) с, (у—у (а)) € та. 
Беря частные производные этого выражения по x и у, полу- 
чаем с1=с, =0. 
(6) Пусть f дифференцируема в окрестности а. Тогда 


1a) = (а) Ka) +5 (а) WW) +в, 


3 №402 


66 ГЛ. 1. НАКРЫТИЯ 


где g B точке а имеет нуль второго порядка. Отсюда следует, 
что 


d,’ = z 1 (а) d a* т. ду L (а) d.y. 


Вполне аналогично доказываются соответствующие утвержде- 
ния для (4.2, d.2). 
9.5. Кокасательные векторы типа (1, 0) и (0, 1). Пусть 


(U, г) и (U’, г’) —две координатные окрестности точки аЕХ. 
Тогда 


дг' Be 
5 (а) =:сЕС*, 5= (@) =с 


дг' öz’ 
RER 


Отсюда d,2'=cd,2, 4,2’ =cd,2. Поэтому одномерные векторные 
подпространства в T%’, натянутые на d,z и на 4.2, не зави- 

_ CAT от выбора координатной окрестности (U, zZ) точки а. Мы 

введем следующие обозначения: 


о: = 4.2, ТГ: = Са.г. 


По построению, Т? = Та ‘Та *. Элементы пространства То 
соотв. T% ', называются кокасательными векторами типа (1, о 
соотв. (0, 1). 


Если | дифференцируема в окрестности а, то мы опреде- 
ляем д.р и Ö,f условиями 


41=9/-+5,, ОШЕТЕ°, ЭТО 


Имеем 
1—0 (а)4.г, dL=-L (а) а. 
Be 02 


9.6. Определение. Пусть Y—-OTKpbITOe подмножество PHMA- 
новой поверхности Х. Дифференциальной формой первого по- 
рядка на У называется отображение 


©: Y—uT», 


aeY 


такое, что & (а) ЕТ? для всех аЕУ. Если ® (а) ЕТ!" (соотв. 
© (а) Е Ту ') для всех аЕХ, то ® называется формой типа (1, 0) 
(соотв. типа (0, 1)).. 

9.7. Примеры. (а) Пусть ГЕ ©’(У). Тогда отображения df, 
Of, Of, которые определяются условиями 


(df\(a):=d,f, (р @а):=0/, (0 (а):=9д, 
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для aEY, являются дифференциальными формами первого по- 
рядка. Функция / голоморфна тогда и только тогда, когда 
of=0; | 

(5) Пусть ® есть дифференциальная форма первого порядка 
на У и функция f: Y—C. Тогда отображение fo, при котором 
(fo) (а): =] (а) w(a), является дифференциальной формой первого 
порядка на У 


Замечание. Если (U, 2) —комплексная карта, 2=x-iy, то 
всякую дифференциальную форму первого порядка в И можно 
записать в виде 


o=fdx+gdy=gdz+pdz 


с функциями f, ©, 9, U: U — С, которые, вообще говоря, не 
обязательно непрерывны. 


9.8. Определение, Пусть У— открытое подмножество римано- 
вой поверхности Х. Дифференциальная форма первого порядка 
« называется дифференцируемой, соотв. голоморфной, BY, когда 
относительно каждой комплексной карты (U, 2) она представ- 
ляется в виде 


o=fdztgdz в ОПУ с Ь оЕФ(ОПУ,, 


соответственно 
o=fdz в URF с TEBIUNF): 


Обозначения. Для открытого подмножества U римановой 
поверхности X мы обозначаем через &“? (И) векторное прост- 
ранство дифференцируемых дифференциальных форм первого 
порядка на U, через ©°(И), соотв. ©°’*(И),— векторные 
подпространства в ©“ (U) дифференциальных форм типа (1, 0), 
соотв. (0, 1), и через © (U) —векторное пространство голоморф- 
ных дифференциальных форм на U. Вместе с естественными 
отображениями сужения GEW, ©" °, ©°›1, @ становятся пучками 
векторных пространств на Х. 


9.9. Вычеты. Пусть У — открытое подмножество римановой 
поверхности, аЕУ и «— голоморфная в У\\ {a} дифференциаль- 
ная форма. Пусть (U, 2) есть координатная окрестность а 
с ОСУ и 2(а) =0. Тогда ® в UN {а} представляется в виде 
® = [аг с FEG(UN Ja}). er 


[= Door 


nz=-&o© 
есть разложение Лорана для f в точке а относительно коор- 
динаты 2. Если с,„=0 для всех п < 0, то ® допускает голо- 
морфное продолжение на все У— в таком случае говорят, что 


3% 
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« имеет в точке а устранимую особенность. Если существует 
‚Е < 0, такое, что c,A0, ac,=0 ma всех п < Е, то ® имеет 
в а полюс Е-го порядка. Если имеется бесконечно много п < 0 
с с, 520, то ® имеет в точке а существенную особенность. 
Коэффициет c_, называется вычетом формы © в точке аи 
обозначается символом с_, = Кез, (0). 
То что это определение имеет смысл, следует из такого 


утверждения: 


Лемма. Вычет не зависит от выбора карты (U, 2). 
Доказательство. Пусть У —открытая окрестность а. 


Утверждение (а). Если g голоморфна в У\\ {а}, то вычет 
формы 45 в точке а равен нулю, независимо от карты. 

Доказательство. Пусть (U, г) — произвольная координатная 
окрестность а с 2(а)=0и 


& 
в 


п=-о 


— разложение Лорана для g в точке а. Тогда 


dg = ( у пена" аа 


и, таким образом, коэффициент при 27! 42 есть нуль. 


Утверждение (6). Если ф — голоморфная в У функция, кото- 
рая имеет в точке а нуль первого порядка, то Res, (ф-1 4) = 1,. 
независимо от выбора карты. 

Доказательство. Пусть (U, 2)—карта в ас2 (а) =0. Тогда 
ф==гй, где h голоморфна и не равна нулю Ba. Отсюда следует, 
что dp=hdz-+zdh и, далее, 

dp _hdz+zdh _dz , dh 

Ф zh 2 In. 


Так как й(а)=5=0, то дифференциальная форма й-' ай голо- 
морфна ва и, значит, имеет вычет нуль. Отсюда следует, что 


Res, (®) = Кез, (=) = ].- 


Из утверждений (a) и (b) теперь уже легко вывести лемму. 
Относительно карты (U, 2) с 2(а)=0 пусть w=fdz, 


o 
[= > 6:28; 


nz=—=@ 
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Положим 
-2 


g:= an в u „gnriL Sa = эта. 
Тогда o=dg-+c_,2”'dz. Согласно (a) и (b), Res, (®)=c_; He- 
зависимо OT карты. 


9.10. Мероморфные дифференциальные формы. Map 
дифференциальная форма в на открытом подмножестве У рима- 
новой поверхности Х — это такая голоморфная дифференциаль- 
ная форма, определенная на открытом подмножестве У’с У, 
что 

(i) YNY’ состоит только из изолированных точек; 

(ii) в каждой точке аЕУ\\У’ форма ® имеет полке. — 

Множество всех мероморфных на У дифференциальных форм 
мы обозначаем о“? (У). С естественными линейными операци- 
ями и отображениями сужения таким образом получается 
пучок c#\!) векторных пространств на X. 

Мероморфная дифференциальная форма на Х называется 
абелевым дифференциалом 1-го рода, когда она всюду голо- 
морфна, 2-го рода, когда ее вычеты в каждом полюсе Par 
нулю, и 3-го рода в остальных случаях. 


9.11. Внешнее произведение. Чтобы можно было ввести диф- 
ференциальные формы второго порядка, напомним сначала 
некоторые свойства внешних произведений векторных прост- 
ранств на себя. Пусть У —векторное пространство над С. Тогда 
ЛУ — Tome С-векторное пространство; его элементами явля- 
ются конечные суммы элементов вида U, AV, си,, и, ЕУ. Имеют 
место следующие правила: 


(U, + V,)AUY,=U AU, КО, Л в, 
для U, 9,, EV, ЛЕС. Если (e,, ..., e,)—Öasuc в И, то эле- 
менты е; ле, с {< | образуют базис в A?V. Эти свойства пол- 
HOCTbIO описывают АРУ. 


Применим теперь это к кокасательному пространству Т 
римановой поверхности Х в точке а и положим 


Ро АЗЬЬ 
Пусть (U, г) — координатная окрестность аи z=x-iy. Тогда, 
как только что говорилось, 4„хл „у есть базис в Т&; другим 


базисом является d,end,z—= —2id,xnd,y. Таким образом, 
размерность Та’ равна единице. 
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9.12. Определение. Пусть У — открытое подмножество рима- 
новой поверхности Х. Дифференциальной формой второго по- 
рядка на У называется отображение 


о: У а: U I 
aceY 
такое, что w(aJETY для всех аЕ У. Дифференциальная форма 
@ называется дифференцируемой в У, когда относительно любой 
комплексной карты (U, 2) на X ее можно записать в виде 


«= 4глаг с fEE(UnY). 


Здесь ®=/[42 л 42 означает, что @ (а) =[(а) а,г л а,г для всех 
aeuUNnY. 

Мы .o603Hayaem через ©’? (У) векторное пространство всех 
дифференцируемых дифференциальных форм второго порядка 
на У 


Примеры. Если @,, ® Е ©® (У) — дифференциальные формы 
первого порядка, то дифференциальная` форма второго порядка 
9 ло, Е © (У) определяется условием 


(© A ®,) (@): = ©, (а) ло, (а) 


для всех aEY. Из FEE(Y) и ®Е (У) получается новая 
дифференциальная форма второго порядка юЕ&’(У): по 
определению (fo)(a)=f(a)w(a) для всех аЕУ. 

9.13. Внешние дифференциалы дифференциальных форм. 
Определим теперь операторы а, 0, 0: EY’(U)—E®% (U), где 
U —открытое подмножество римановой поверхности, следую- 


щим образом. Локально дифференциальную форму первого 
порядка @ можно записать в виде конечной суммы 


= У 1 аб, 


где Г» и в, — дифференцируемые функции (например, ® = {+ а2- 
+ f, dz2 относительно локальной координаты 2). Мы полагаем 


Oo := УЕ, лась, 
до ‚= У 01, лав, 


Надо еще показать, что это определение не зависит от npen- 
ставления ® = У |, ав,. Мы покажем это Ha примере дифферен- 
циального оператора 4. 
= 
_Пусть в = >, [, ав, = У, 2 dg,. Будем работать в координат- 
ной окрестности (U, 2), z=x-+iy. Нам надо показать, что 
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У лав, = Daf, A 45). Из en 
| ag, ek dc + Std dy 


и соответствующей формулы для dg, имеем по условию 


д ее, до 
И = Г, ) У ду - LI, 2 . 


Дифференцируя эти соотношения по х и по у соответственно 
и вычитая, получаем 


(mn) (м9 я 
ди x 0% mM) 90.05 08 I“ 
С другой стороны, 
Ofr вк __ fr 08x 
af; лав, = >. (3 EEE: Ta 3) ах лау 
и соответствующая формула. имеет место для Dar, 1.dg;. Из 
этого следует наше’. утверждение. 

9.14, Правила внешнего дифференцирования, Пусть О — 
открытое подмножество римановой поверхности, [Е Ф(И) u 
ФЕ ©“ (Ц). Тогда 

(1 dd =0д{=00{=0. 

(1) dd =до- до, | 

(iii) d(fo)=dfaw-+fdw и аналогичные правила для дид. 

Эти правила просто следуют из определений; например, 
аф=4 (1:4) =41л @4=0.. 

Из (1) и (ii) получаем 

дд} = — 0, 
так как 0=(0--д) (0-0) F=OO-+HHf. 
Относительно локальной er (U, г), z=x-iy, имеем 
ER 02} 92} Dr 
д} = ——dznde= [5+5 SE )axndy. 

Поэтому дифференцируемая функция | = открытом подмноже- 
стве римановой поверхности называется гармонической, если 
90} =0. 
9.15, Определение, Пусть У — открытое подмножество рима- 


_ НОВОЙ поверхности. Дифференциальная форма © € &) (У) назы- 


вается замкнутой, если do=(, и точной, если существует 
[Е©(У), такая, что o=df. 

Замечание. Поскольку ddf=0, всякая точная дифференци- 
альная форма замкнута. Обратное в общем случае неверно. 
Эти вопросы мы подробнее изучим в следующих параграфах. 
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9.16. Предложение. /Густь У — открытое подмножество ри- 
мановой поверхности. Тогда 

(а) Всякая голоморфная дифференциальная форма «Е (У). 
замкнута. 

(5) Всякая замкнутая дифференциальная форма ФЕ 6*'° (У) 
голоморфна. 


Доказательство. Пусть «о — дифференцируемая дифференци- 
альная форма типа (1, 0). Относительно координатной окрест- 
ности (U, г) ее можно записать в виде @=fdz с дифференци- 
руемой функцией f. Для внешнего дифференциала имеем 


до = АРл аг = (5,42 BE de) ла —— ds л @г. 
02 дг 02 
Таким образом, условие 4% =0 эквивалентно — =0, откуда 
z 


и следует утверждение. 


Вывод. Если и— гармоническая функция, то ди — голоморф- 
ная дифференциальная форма. В самом деле, ди =дди =0. 


9.17, Прообразы дифференциальных форм. Пусть F: X—Y— 
голоморфное отображение между двумя римановыми поверхно- 
стями. Для всякого открытого множества И < У отображение 
Е индуцирует гомоморфизм. 


Ps WWF), FW: Te 
Этим определяются соответствующие отображения для диффе- 
ренциальных форм 
Fr &® (И) —+ 6® (Е-1(0)), Е=1, 2, 
по следующему правилу (употребление того же символа F* не 
приведет к недоразумениям). Локально дифференциальная 
форма первого, соотв. второго, порядка записывается в виде. 
конечной суммы У}, 45,, соотв. У, ав, л ай, с дифференцируе- 
мыми функциями },, &,, A,. Положим | 
7% (>|, ав,) == У (F*f)d(F*g,), 
Е* (У раз, лай) := У (F*f)d(F*g,) ad(F*h,). 
Легко посчитать, что эти определения не зависят от выбора 
локальных представлений и поэтому однозначно определяют 
глобальный гомоморфизм векторных пространств Ё*: &® (И) — 
—-6® (Е-*(0)). Для FES(U) u WEE" (0) справедливы сле- 
дующие правила: | 
(1) F*(df)=d(F*), F*(do)=d(F*o), 
(ii) 2* (97) =д(ЁР*, F* (do)=0(F*o) 
и соответствующие формулы для д. 
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Вывод. Если функция [Е ©(И) гармоническая, то функция 
Е*| =ро ЕЕФ (Е7'(()) тоже гармоническая. В самом деле, 


99 (Е*Р) = 0 (Р*ОР) = Fr (00 =0 


$ 10. Интегрирование дифференциальных 


форм 


Дифференциальные формы первого порядка можно интегриро- 
вать по кривым. Если дифференциальная форма замкнута, 
то интеграл зависит только от гомотопического класса кривой. 
Поэтому на односвязной поверхности Х неопределенный интег- 
рал от замкнутой дифференциальной формы (начальная точка 
кривой интегрирования фиксирована, а конечная точка изме- 
няется) является корректно определенной функцией на X. 
Однако, вообще говоря, при интегрировании замкнутых диф- 
ференциальных форм получаются многозначные функции, хотя 
и специального вида, который мы подробно изучим в этом 
параграфе. Кроме того, мы рассмотрим интегрирование диффе- 
‘ренциальных форм второго порядка; это важно знать при пере- 
ходе от криволинейных интегралов к поверхностным, и это 
используется при доказательстве теоремы о вычетах. 


А. Дифференциальные формы первого порядка 


10.1. Пусть Х — риманова поверхность и DEE" (Х). Пусть 
задана кусочно непрерывно дифференцируемая кривая в X, 
т.е. непрерывное отображение 


С. [0, 11—X, 


такое, 'yTo существуют разбиение O=1,<t;<...<L=l| 
отрезка [0, 1] и карты (U, 2,), г ж-ь (k= br, В 
для которых с ([1,-1, &,|) < U, и функции 


%0C: [1ь-1, | —К, Увос: [ь-1» | —® 
один раз непрерывно дифференцируемы. Интеграл от ® по 
кривой с определяется следующим образом. В U, форму ® 
можно записать в виде в = }, ах, -- 8, у» с дифференцируемыми 
коэффициентами Im g,. Полагаем 


je: =‘ { (© (0) er +. I ine) dt. 
22 вы 
Легко проверить, что это определение не зависит от разбиения 
отрезка и от выбора карт. 


г. 
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10.2. Предложение. Пусть Х — риманова поверхность, | 
р 1] — Х — кусочно непрерывно дифференцируемая кривая 
КЕФ(Х). Тогда 


\dF=F(c(l))—F (© 0). 


С 


Доказательство. Выберем разбиение отрезка 0=L4,<{t,<... 
. < =Ти карты (U,, 2,), как указано выше. В И, имеем 


OF OF 
At Wr 
Далее, 


far = el + te) ER) = 
k=1, 


я er di= 


k-1 
= 2 (Fed)-F et) = РС) Fe). 
=] | 


10.3. Определение. Пусть X — риманова поверхность и 
BERY(X). Функция РЕФ (X) называется первообразной функ- 
цией для ®, если АЕ =®. | 

Согласно (9.15), дифференциальная форма, обладающая 
первообразной функцией, в частности замкнута. 

Первообразная дифференциальной формы определяется не- 
однозначно: если Р— первообразная функция для ® и СЕС, 
то Е- с-—-тоже первообразная функция для @. Обратно, любые 
две первообразные функции отличаются на константу, так как 
из АР==0 следует, например по предложению 10.2, что F—KoH- 
станта. 

При помощи предложения 10.2 легко вычислять криволи- 
нейные интегралы от дифференциальных форм. Кроме того, из 
этого предложения следует, что интеграл от точной дифферен- 
циальной формы по кривой зависит только от начальной и 
конечной точек этой кривой. 


10.4. Локальное существование первообразных функций. 
Пусть U:= {2 ЕС: | 2| < г}, г> 0, есть открытый круг с центром 
в нуле на плоскости С, и пусть WEE"(U). Дифференциаль- 
ную форму ® можно записать в виде 


«=[аАх-84у, [, 86% (0), 
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где х, у—канонические вещественные координатные функции 
в R?=C. Мы предполагаем, что ® замкнута, т.е. 4®=0. 
Так как 


аа =алах-р ав л 4у= (#5) ах л ау, 


" д д 
то это эквивалентно условию eu Докажем теперь, что © 


обладает первообразной функцией FE&(U), которая задается 
интегралом | 
N 


Е (х, у: = ( (1х, п) х-8(1х, ty) y)dt, (X, У) ЕЦ. 
0 


Непосредственно видно, что F бесконечно Ката 2 
"= 

Надо только еще показать, что АЁ =, т.е. > Sog ри 

не. под знаком интеграла, Е 


u (ie it 2ER ур, iy)) dt 
0 | 
д д а д д 
Так как = = И ar fix, y)=L (tx, Ш) +5. (ix, 1) у, то 


1 
о И (ах, ty) (ix, 1) ) @ = 


X 


MEN (if ix, Дуо, 9. 


AL 


| дЕ 
Так же доказывается равенство бу 5 а вместе с ним и ра- 


венство АЁ =®. 

В частном случае, когда @ голоморфна, существование 
первообразной функции в круге U ‘можно доказать проще. 
А именно, в этом случае 


oa=fdz, , где [еЕО(И). 
Пусть 


Ге) = Ус» 


есть разложение Тейлора для f. Тогда 


F(z2):= У, —^- zer 
п=0 $ 
определяет функцию РЕОб(И) с dF=w, 
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В общем случае первообразная для замкнутой дифферен- 
циальной формы глобально существует лишь как многозначная 
функция. Это уточняется в следующем предложении. 


10.5. Предложение. Лусть Х — риманова поверхность и 
ФЕ о“? (Х) —замкнутая дифференциальная форма. Тогда суще- 


ствует неразветвленное безграничное связное накрытие р: X — 
— и первообразная функция РЕФ (X) для дифференциальной 
формы p*o. 


Доказательство. Пусть $ — пучок первообразных функций 
для @: если Ц с Х — открытое подмножество, то F (U) состоит 
из всех функций [Е © (И). с 4=о в U. Пучок $ удовлетво- 
ряет теореме единственности (см. определение 6.9), так как для 
области И < X любые два элемента f,, |, Е 9 (U) отличаются 
на константу. Рассмотрим неразветвленное накрытие р: |5 | — 
— X. По предложению 6.10, пространство |5 | хаусдорфово. 
Теперь мы покажем, что накрытие р: |5 |— X безгранично. 
У каждой точки aE X, согласно (10.4), найдется связная откры- 
тая окрестность U и первообразная функция [Е (U) для ©. 
Тогда f+c, сЕС,— общий вид всех первообразных функций 
для ® в U. Из этого следует, что 

р-* (И) = U ай ae 


ceC 


Множества [U, f+c] попарно не пересекаются, и все отобра- 
жения р: [U, f+c]— U суть гомеоморфизмы. Этим доказано, 
что р: |9 |— X есть неразветвленное безграничное накрытие. 


Пусть Ха |9 |—некоторая связная компонента. Тогда р: X — 
—› X — тоже неразветвленное и безграничное накрытие. Так как 
X есть множество функциональных ростков, то условием Р (ф) := 
—=ф(р(Ф)) естественно определяется функция РЁ: X—C. Из 
этого определения непосредственно следует, что F есть перво- 
образная функция для p*o. 


10.6. Следствие. Лусть Х — риманова поверхность, п: Х — 
—›Х —ее универсальное накрытие и @E& (Х) —замкнутая 
дифференциальная ‘форма. Тогда для п*® существует первооб- 
разная функция [Е ©(Х). 


Доказательство. Пусть р: Х — Х — неразветвленное безгра- 
ничное накрытие, которое существует согласно (10.5), и пусть 
РЕФ (Х)— первообразная функция для р*®. Так как л: Х-+ 
—Х — универсальное накрытие, то имеется послойное голо- 
морфное отображение т: Х —>Х. Пусть f!= TFEE&(A). Тогда 
[ есть первообразная функция для т* (р*6) = л*®. 
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10.7 Следствие. На односвязной римановой поверхности X 
всякая замкнутая дифференциальная форма ФЕ ф® (Х) имеет 
первообразную функцию ЕЕФ(Х). 

Это следует из (10.6), так как в этом случае id: Х—+Х — 
универсальное накрытие. 


10.8. Предложение. Пусть Хр— риманова поверхность и 
p:X—X-—ee универсальное накрытие. Пусть wE&E"’(X)— 
замкнутая дифференциальная форма и РЕФ (Х)— первообраз- 
ная функция для р*®. Тогда если с: [0, 1]— X есть кусочно 
непрерывно дифференцируемая кривая и с: [0, 1]— X —ее под- 
нятие, то 

(o=FCW)-F()). 


с 


Доказательство. Для всякой кусочно непрерывно диффе- 
ренцируемой кривой о: [0, 1] —+Х и всякой дифференциаль- 
ной формы ФЕ ©“ (X) имеем 


ро = | ©. 


|4) рго 


Это следует непосредственно из определений. Поэтому утверж- 
дение следует из предложения 10.2. 


10.9. Замечание. На основе предложения 10.8 можно опре- 
делить интеграл от замкнутой дифференциальной формы по 
любой (непрерывной) кривой с: [0, 1] —* X указанной там фор- 
мулой. Это определение не зависит от выбора первообразной 
функции F для р*®, так как любые две первообразные функ- 
ции отличаются лишь на константу, которая при вычитании 
уничтожается. Кроме того, это определение не зависит от под- 
нятия кривой с. В самом деле, пусть и и э— два поднятия с. 
Так как накрытие р: X— X нормальное, см. (5.6), то суще- 
ствует накрывающее преобразование о с v=0ou. Так как 
poo=p, то о* (p*o) = р*®. Поэтому 0*F тоже является перво- 
образной функцией для p*o и, значит, о*Р — Р == сопз{. Отсюда 
следует, что | 


Р(@(1)) —Р(@ (0) =0*F (и (1))—о*Р (u (0)) = Е (u (1))—F (u (0), 


т. е. при обоих NOAHATUAX получается одно и то же значе- 
ние ивтеграла. 


10.10. Предложение, Пусть Х— риманова поверхность и 
DEE» (Х) —замкнутая дифференциальная форма. 
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(а) Если а, bEX ии, v: [0, 1| —+ X —гомотопные кривые из 


aeb, то 
ae 


u о 


(5) Если и, v: [0, 1| —+ X —замкнутые свободно гомотопные 
_ кривые, то также | 
| | \ @ = \ @. 


u о 


Доказательство. (а) Пусть р: Хх = Х — универсальное накры- 


тие и u, о: [0, 1]— Х — поднятия и и о соответственно с одним. 


и тем же началом. По предложению 4.10, ии о имеют также 
одинаковые конечные точки. Поэтому утверждение следует 
из предложения 10.8. 


(5) Пусть кривая и имеет начало и конец в точке X,, а 
кривая U—B точке х;. Тогда существует кривая & из X,BX,, 
такая, что U и W-V-W” TOMOTONHBI, см. (3.13). Поэтому из (а) 


‚ фо= | о=\ оф} о} о=\ о. 


и w.vu.w” w [4] w о 


10.11. Периоды. Пусть Х —риманова поверхность и ®Е 
EE") (X) — замкнутая дифференциальная форма. Тогда, по 
предложению 10.10, интегралы 


до, сЕл, (Х), 


{0} 


можно определить при помощи представителей. Эти интегралы 
называются периодами формы ®. Очевидно, 


\ o=(o+\o для 0, ТЕЛ, (Х), 


и таким образом получается гомоморфизм st, (Х) —+ С фунда- 
ментальной группы поверхности Х в аддитивную группу С. 
Этот гомоморфизм называется гомоморфизмом периодов, соответ- 
ствующим замкнутой дифференциальной форме @. 


Пример. Пусть Х =С*. Согласно (5.7а), п, (С*) = Я. По- 
рождающий элемент л, (С*) определяется кривой и: [0, 1]— 


42 
—(С*, u(l)=e’W, Пусть @:=—, где г—каноническая ко- 
ординатная функция. Тогда 


\ ® = \ а 
& 
u u 
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Поэтому гомоморфизм периодов для ® есть 
Я >С, лнъьЭлт, 

если изоморфизм Z = л, (C*) реализуется соответствием Nr 
=> cl (u®). | 

10.12. Автоморфные слагаемые. Пусть Х — риманова no- 
верхность, р: Х — X — ее универсальное накрытие и 
а : = Deck (Х/Х) —группа накрывающих преобразований, кото- 
рая изоморфна фундаментальной группе, согласно (5.6). Если 
сЕС и f: X—C, то мы определяем функцию of: X—C, по- 
лагая of:=foor!. Если 2: Х-»С — другая функция, то 
о (Г 8) =о/ ов и 0 (78) = (67) (05). Для 0, TEG имеем 
(dio). _ ; 

Функция f: Х —*С называется аддитивно автоморфной с 
постоянными автоморфными слагаемыми, если существуют 
константы As ЕС, сЕС, такие, что. 


[—0/=@ для всех 0€G. 


Константы As , которые однозначно определяются функцией }, 
называются автоморфными слагаемыми |. Для 0, TEG из 
f—-ıf=a, следует, что 0f—ot/=a, и, значит, 


ат = | — отр = (}— 07) + (of—orf) = @ +0: 
Таким образом, соответствие о --> @ является гомоморфизмом 


групп Deck (Х/Х) — С. Специальные аддитивно автоморфные 


функции —это функции f! Х—С, инвариантные по отноше- 
нию к накрывающим преобразованиям, т. е. такие, что 0} =} 
для всех 0EG. Все автоморфные слагаемые такой функции 
равны нулю. Для такой | существует функция р: Х-—>С, 
такая, что f=p*f,. Если | дифференцируема, соотв. голо- 
морфна, то f, тоже дифференцируема, соотв. голоморфна. 


10.13. Предложение. Лусть Х — риманова поверхность и 
р: Х—> Х—ее универсальное накрытие. 

(а) Если we" (X ) замкнутая дифференциальная форма 
u РЕФ(Х)— первообразная функция для р*о, то Е аддитивно 
автоморфна с постоянными автоморфными. слагаемыми. Ее 
автоморфныге слагаемые As, 0 Е Deck (Х/Х) ввиду изоморфизма 
л, (Х) = Беск (X/X) в точности являются периодами ©. 

(b) Писть, обратно, задана аддитивно автоморфная функ- 


ция FE (Х ) с постоянными автоморфными слагаемыми. Тогда 
существует ровно одна замкнутая ‘дифференциальная форма 
фЕФ® (Х) с АЕ = р*о, 
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Доказательство. (а) Если в —какое-нибудь накрывающее 
преобразование, то из-за р о.б-* == р функция of — тоже перво- , 
образная для р*® и, значит, 


аз: = F—ofF 


_есть константа. Пусть EX и zEX с p(z,) = х,. Согласно 
(5.6), элементу oE€ Deck (Х/Х) можно сопоставить элемент 
oEn,(X, х), который представляется следующим образом. 
Выберем кривую v: [0, На фи = 620 u 
v(l):=2z,=0o(y,). Тогда и : = род есть замкнутая кривая в Х 
с б= с! (и). По предложению 10.8, период ® относительно в 
вычисляется по формуле 


(о=Р(0(1))—Е (0 (0) =Р (24) —Е (0-* (2) =. 


(b) Если Г. имеет автоморфные слагаемые 4, ЕС, то для 
всех оЕ Deck (Х/Х) имеем 


о* (dF)=d(o*FJ=d(F+a,)=dF. 


Таким образом, замкнутая дифференциальная форма dF ин- 
вариантна относительно накрывающих преобразований. Так 


как р: ‘ХХ локально биголоморфно, ‘то существует 
ФЕ ©? (Х) с АаР=р*о. Очевидно, ® однозначно определена, 
а также замкнута. 


10.14. Пример. Пусть Г= Ул + Уф, (11, EC линейно 
независимы над К) есть решетка в С и Х : = С/Г. Канониче- 
ское факторотображение л: C— X является одновременно 
универсальным накрытием, и Deck (С/Х) есть группа всех пе- 
реносов на векторы YET, см. (5.7с). Рассмотрим тождествен- 
ное отображение 2: С—С. Функция zZ по отношению к 
Deck (С/Х) аддитивно автоморфна с автоморфными слагаемыми 
а, =\, vyEl. Поэтому форма 42 инвариантна относительно 
накрывающих преобразований и, таким образом, задает голо- 
морфную дифференциальную форму ФЕ (Х) с р*о =а2г. Кстати, 
ее периоды — это как раз элементы решетки Г. 


10.15. Предложение. Лусть X — риманова поверхность. 
Замкнутая дифференциальная форма BEE"(X) обладает 
первообразной функцией Е ©(Х) тогда и только тогда, когда 
все периоды @ равны нулю. 


Доказательство. Если ® обладает первообразной функцией, 
то, согласно (10.2), все ее периоды равны нулю, 
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Обратно, предположим, что все периоды ® равны нулю. 
Согласно следствию 10.6, на универсальном накрытии р: 
Х — X существует первообразная функция РЕФ (Х) для p*o.. 
Ввиду (10.13), F имеет автоморфные слагаемые нули, и, значит, 
существует Е ®(Х) с Р=р*]. Эта функция является перво- 
образной для ®, так как из proa=dF=d(p*f)=p* (ар) сле- 
дует, что ® == 4}. 3 


Замечание. Если все периоды ®« равны нулю, то, по пред- 
ложению 10.2, специальная первообразная функция для @ 
задается в виде интеграла 

x 
(Хх) == о 
. № 
Здесь х Е Х —фиксированная точка и интеграл берется по 
какой-нибудь кривой из № вх (интеграл в этом случае не 
зависит от выбора кривой). 


10.16. Следствие. /Густь Х —компактная риманова поверх- 
ность и ©, ®. ЕО (Х) —голоморфные дифференциальные формы, 
которые определяют один и тот же гомоморфизм периодов 
л,(Х)— С. Тогда ®, =®.. 


Доказательство. Разность ®:= W;—@, имеет нулевые пе- 
риоды и поэтому обладает первообразной функцией ГЕб(Х). 
Так как X компактна, то } постоянна и, значит, ® = 4 =0. 


В. Дифференциальные формы второго порядка 


10.17. Рассмотрим сначала интегрирование дифференци- 
альных форм второго порядка в комплексной плоскости. Пусть 
И<С — открытое подмножество и «Е ©‘? (И). Тогда ® можно 
записать в виде | 


o=fdxndy=zfdzadz, fee(U). 


Предположим, что | равна нулю вне некоторого компактного 
подмножества в U. Тогда, по определению, 


\\ о:= АС, и)ахау, 
U U 


где правая часть понимается как обычный двойной интеграл. 

Пусть теперь У — другое открытое подмножество в С и ф: 
V— U — биголоморфное отображение. Если P=u-iv есть 
разложение на вещественную и мнимую части, то, согласно 
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уравнениям Коши— Римана, для якобиана отображения ф 
получаем 


д(и, 0) Hu dv дид Ip] 
’ 


и, значит, формулу преобразования кратного интеграла можно 
записать в виде 


\) Гахау = № (оф) |’ ахау. 
С другой стороны, 


ф* (4г л 42) =аф adp=(Y’ dz) л (ф’аг) =|ф’ В аг лаг 


и, значит, ф*® = (оф) [ф’|?ахлау. Отсюда следует, что 
Це= |} *о. 
0 v 


10.18. Пусть теперь X — риманова поверхность. Носителем 
дифференциальной формы ® Ha X называется замкнутое MHO- 
жество | 


Зирр (0) : = {аЕХ: ® (а) 20}. 
Аналогично определяется носитель Supp (f) функции {: Х—+ С. 
(а) Пусть ф: И —>И— карта на X u oE &"” (Х) — дифферен- 
циальная форма с компактным носителем, принадлежащим U. 


Тогда (ф-!)*® — дифференциальная форма с компактным носи- 
‘телем в УсС и, по определению, 


\) Е | =} (Ф-1)*®. 


у 


Это определение не зависит от выбора карты. В самом деле, 
пусть ф,: И, >И, — другая карта с Supp(o)CU,. Мы можем 
без ограничения общности считать, что U=U, (в противном 
случае перейдем к их пересечению). Тогда 


| фр: = фоф-": ИИ, 
есть биголоморфное отображение. Так как 
(ф-т) *® = (pr! о ф)*®=1* ((фг’)* о), 
то, согласно (10.17), 


(\ VE BL == (\ (p1')*o. 


Eu; у, 


Таким образом, \\ о определен независимо от карты, 
р 
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(5) Если теперь «Е @“ (Х)— произвольная дифференциаль- 
ная форма с компактным носителем, то имеется конечное 


число карт ф,: Ц, —>И,, k=l, ..., n, таких, что 
Зирр (в) = U U,. 


Далее, найдутся функции Е Ф(Х) со следующими свойст- 
вами («разбиение единицы» — см. приложение): 


(1) )Supp (= ь 
2 f, (x) =1 для всех xE Supp (6). 
Тогда |, о — дифференциальная форма с Supp (f,o)EU, и 


0= Уре 
о or > о 


Положим 


Здесь правая часть определяется согласно (а). Опять легко 
убедиться, что это еее не зависит от выбора карт. И 


функций {». 


10.19. В дальнейшем мы несколько раз будем использо- 
вать частный случай теоремы Стокса на плоскости. Пусть 


(И <С — открытое множество и ACCU — компактное подмноже- 


ство с гладкой границей OA. Тогда для всякой дифференци- 
альной формы ФЕ &® (И) имеем 


\} ne ) > ä 


Здесь граница ориентирована так, что внешняя нормаль к А 
и касательный вектор к OA в таком порядке образуют поло- 


.жительно ориентированный репер на плоскости. 


-®Мы используем эту теорему только в случае, когда А — 
круг или круговое кольцо 


=12ЕС: e<|z|<Rl}, 0<=< К. 


_В последнем случае OA состоит из положительно ориентиро- 


ванной окружности |2|=^А и отрицательно ориентированной 
окружности |2|=е. Тогда для ®= Гах--а ау теорема Стокса 
утверждает, что 


Кам | warten | бычем 


e<|z|<R | | © else 
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Bi докажем эту формулу непосредственно, при помощи поляр- 
ных координат г = гей, т. е. 


x=rcosd, y=rsind. 
Рассмотрим сначала случай @=gdy и, значит, do = ох Ady. 
Поскольку 
д а зо а 
а N 56 


то, полагая (г, > : = g (re'®), мы получаем, что 


ee I Е dxdy= Su Eu 208) га 
0< 


Далее, для каждого фиксированного ГЕ [з, R] 
9=2х 


270 
(Heinen)  =0 
0 


9=0 
и, значит, 


} = То (12 ie 


-| g(R, овен | о (в, 0) =с0$ 0 40 = 


\ 849 — \ uk 
z|=R 12|=8 0A 


Случай ®«=]аАх можно свести к рассмотренному выше KOOP- 
динатным преобразованием (X, Y)->(Y, —х) с определителем 
единица. Тем самым теорема Стокса для кругового кольца 
доказана. Случай круга получается отсюда предельным пе- 
реходом при e—0. 


10.20. Предложение. Пусть Х — риманова поверхность и 
BEE" Ay себнарференицаленая форма с компактным носите- 


лем. Тогда 
(\do=0. 
Х 
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Доказательство. Домножая, как в (10.185), на функции 
из разбиения единицы, форму ® можно разложить в сумму 
«=, -|...-®,, где каждая @, имеет компактный носитель, 
целиком принадлежащий некоторой карте. Поэтому без огра- 
ничения общности мы можем считать, что Х =С 

Выберем R > 0 настолько большим, что 


Supp (©) = {2 ЕС: |2| < К}. 
Тогда 
ао = (\ do= \ @® = \ 0=0. 
С 121 А 125 121= А 


10.21. Теорема о вычетах. Пусть Х — компактная рима- 


нова поверхность и Ay, ..., а,— попарно различные точки 
в Х. Тогда для всякой дифференциальной формы WER(X'), 
голоморфной в Х’:= XNfa,, ..., a„}, имеем 


У Res., (6) =0 
Е=1 


Доказательство. Существуют координатные окрестности 
(U, 2») точек а, с И, ПИ, = @ для ]5ЕЁЕ. Мы можем счи- 
тать, что 2, (а,) =0и что 2, (И ,)— единичный круг. Выберем 
для каждого k=1, ..., п функцию f;,E& (X) с компактным 
носителем Фирр (< U, так, что имеется открытая Su 
ность Окс И, точки акс |,„| Ч;=1. Положим g:=1—(f, + 

.+f,). Тогда g|U;=0 и, значит, ох можно продолжить 
нулем в точки а, и рассматривать как элемент в @®(Х). 
Согласно (10.20), 


(\ao)=0 
X 


Так как ® голоморфна, то do=0 в X’. В U;NX’ имеем 
[= и, значит, 4 ([,0) =0. Поэтому d(f,®) можно рассмат- 
ривать как элемент в ©®(Х), носитель которого является 
компактным подмножеством в U,Nfa,}. Из равенства 4 (20) = 


=— У, а ({,0) следует теперь, что 
> (\ d(f,0)=0 
k=1 x 


Таким образом, теорема будет доказана, если мы покажем, 
что 


а (7,0) = —2ni Res а, (6). 
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Так как носитель d(f,®) содержится в U,„, то интегрировать 
надо только по U,. При помощи г, мы можем отождествить U, 
с единичным кругом. Тогда найдутся числа O<e<R<l, 
такие, что 


| Зирр (1+) = {| 2. |< К} и Ailalse}=l. 
Поэтому 


айю= | абю= | рю | рю= 
8 < |2,|<К 


= (at? Siam 
=— \ ® = — 2niRes., (®) 
Ey | 
по теореме о вычетах в комплексной плоскости. 


10.22. Следствие. Непостоянная мероморфная функция f 
на компактной римановой поверхности Х имеет с учетом 
кратностей столько же нулей, сколько и полюсов. 

RL 

Доказательство. Дифференциальная форма = TOJO- 
морфна вне нулей и полюсов функции f. Если аЕ Х— нуль 
(соотв. полюс) т-го порядка для |, то Кез, (6) =1 (соотв. _ 
Res, (®) = — т). Поэтому утверждение следует из теоремы. о 
вычетах. 


Замечание. Это следствие мы уже доказали однажды в (4.25) 
при помощи теории накрытий. 


$ ||. Линейные дифференциальные 
уравнения 


В этом параграфе мы займемся решением дифференциальных 
уравнений вида wW = А (г), где А (2) —заданная пх п-матрица, 
голоморфно зависящая от г. Ищется векторнозначная функ- 
ция “= (2), удовлетворяющая этому уравнению. Локально 
при заданном начальном условии & (2,) =W, всегда существует 
однозначно определенное голоморфное решение. Это решение 
можно продолжать вдоль любой кривой в области определе- 
ния А, однако это продолжение, вообще говоря, уже не будет 
однозначной функцией. Оказывается, что тщательное иссле- 
дование характера многозначностей дает хорошее представле- 
ние о структуре решений. 


11.1. Обозначения. Мы обозначаем через M(nxm, С) век- 
торное пространство всех их т-матриц с коэффициентами из С, 
а через СГ (п, С) —группу всех обратимых п Хх п-матриц C комп- 
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лексными коэффициентами. Если Х — риманова поверхность, 
то отображение 


Д: X—M(nxm, С) 


Nee голоморфным, когда голоморфны все элементы 

: X —(C матрицы А. Множество всех голоморфных отоб- 
г А: X— М(пхт, С) обозначается М (пхт, 6(X)). 
Аналогично определяется СЁ. (п, 0(Х)). — 


11.2. Предложение. Густь АЕМ (пхп, 6(р))—голоморд- 
ная пх п-матрица в круге 


р := 42 ЕС: |2| < В}, O<R<mw 
Тогда для каждого w, Е С" существует ровно одна голоморфная 
функция w: О — С", такая, что 
(1) Ш’ (2) =А (2) & (2) при всех 2 ЕО, 
(2) w(0)=w,. 
(При этом мы отождествляем С” с пространством М (пх1, С) 
вектор- -столбцов.) 


Доказательство. (а) Матрицу А можно ` разложить в ряд 
Тейлора 


А (2) we А’,  A,=(a,.)EM(nxn, 0). 


(Это надо понимать как систему из п? равенств для компо- 
нент А (2г).) Решение & будем искать в виде ряда 


ш (2) = 202, (ЕС. 
у= 


Если этот ряд сходится в О, то (1) равносильно условию 
[=] ; ) ’ < © | 
2 ker}, Auz*) р 62) $. (Хы 
т. е. 


(3) +1) = Хе, для всех REN. 


Начальное условие (2) эквивалентно с =. Поэтому из (3) 
можно рекуррентно вычислить все Е С. Этим 
доказана единственность. 


(6) Чтобы доказать существование решения, достаточно 
показать, что ряд для W, построенный по коэффициентам, 
которые вычисляются из (3), сходится в D. Для этого мы 
используем мажорантный метод Коши, 
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Для произвольного г, O<r<R, ряд. 
| [* +) 
У |aiv|r” 
v=0 


сходится. Поэтому существует NEN, такое, что 
(4) [аи»|< М№-*-' для всех УЕМ и 1 j=l,..., п, 


Определим голоморфную пхп ‘матрицу B=(,) в [2|<г 
условием 


(5) by (1 4)" ar для всех i, j. 


Пусть , = (м, ‹.., Ш) AK:=max{|w;| ..., |w, |}. Решим 
теперь в круге |2| < г дифференциальное уравнение. 
u (2)=В (2) (г) 


с начальным условием 9(0)=(К, ..., К). Единственное, 
ввиду (а), решение этого дифференциального уравнения за- 
дается формулой 


9 (г) = (ф(г), ..., ф(2)), 


где 
_+(2=К de 


TaK Kak ! 


ар’ (г) = — hen —=) 9). 


С другой стороны, дифференциальное уравнение о’ = Во можно 
решать при помощи разложения в степенной ряд. Если 


в (= IB, — В,=@ьЕМ (хи, 0), 


A = Yo’; w=(Yw) Е С", 
— ряды Тейлора, то аналогично (а) имеем 
| k 
(6) (k-+D Yarı = © Вы». 


Из (4) и (5) следует, что 
[4 6» aa всех i, |, у, 
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Так как [Св] =|@и|<К=\р mai=l,...,n, то, ввиду (3) 
и (6), индукцией по А устанавливаем, что 
[св|<ЗУ для всех kEN и 1=1,..., п. 


Так как ряд Ут,,г®=1 (г) сходится при |z|<r, то ряд 
р 

Ус, = (г) тоже сходится при |2| < г. 

р 


Поскольку г< Ю было произвольным, этот ряд сходится 
во всем ‘круге р ={|2|< Rt, ч.т. д. 


11.3. На римановой поверхности Х линейное дифферен- 
циальное уравнение для неизвестной голоморфной функции 
w: X — С” записывается в виде 


аш = Ач, _ 


где А =(а,,) Е М (пхп, ® (Х)) —заданная пХп-матрица из го- 
ломорфных дифференциальных форм а, Е®(Х). Относительно 
локальной карты (U, 2) на Х имеем А = Раг, где РЕМ (пхл, 
0(И)), и это дифференциальное уравнение переходит в урав 
нение вида: 


dw 
Ws 


которое изучалось выше в (11.2). 


11.4. Предложение. /Густь Х — односвязная риманова по- 
верхность, AEM(nxn, Q(X)) и x,EX. Тогда для всякого 
сЕС”" существует ровно одно решение «Е б(Х)" дифференци- 
ального уравнения | 

dw = Aw 
ce wir), 


Доказательство. (a) По предложению 11.2, имеется связ- 
ная открытая окрестность ЦИ, Эх, и решение {Е б(И.)” диф- 
ференциального уравнения 4&{= А} с f(x,)=c. Покажем те- 
перь, что это f допускает аналитическое продолжение вдоль 
любой кривой ©: [0, 1] —+Х с начальной точкой x,. По след- 
ствию 7.4, эти продолжения объединяются в одну глобальную 
функцию Ш Еб(Х)", которая, ввиду теоремы единственности, 
YROERETRODAET дифференциальному уравнению dw=ÄAw на 
всей 


(6) По предложению 11.2, существуют разбиение 
(eh, <i<..<t=l 


отрезка [0, 1] и области U,, j=1, ..., R—1, со следующими 
свойствами: 
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(1) alt, 1,.:|)<О(, для i=0, ..., ЕЁ 
(здесь О — названная в начале окрестность %,). 
(ii) Для произвольного начального значения с, ЕС” ву- 
Be О в dj, =Af, и [, (9 (1,)) =с, |= ... 
Исходя из решения f,:=f в U,, можно, соглавно (а), 
индукцией по | построить решения [, в U,c - 


[, (© (1,)) = [у (@ (1,)). 


Из утверждения о единственности в предложении 11.2 и тео- 
ремы единственности следует, что [,-; и [, совпадают на 
связной компоненте множества U,_,NÜU,, в которой лежит 
& ({,). Этим доказана продолжаемость | вдоль Q. 


> 


11.5, Следствие. Пусть Х —риманова — поверхность, 
р: Х — Х —ее универсальное накрытие и точки EX, щцЕХ, 
такие, что р(у)=х,. Пусть АЕ M(nxn, ®(Х)) и СсЕС".. 
Тогда на универсальном накрытии существует однозначно опре- 
деленное решение «Е б(Х)" дифференциального уравнения 
dw = (р*А) w 
сш (у) =с. 


11.6. Автоморфные множители, Пусть Х —риманова по- 
верхность и AEM(nxn, ©9(Х)). На универсальном накры- 
тии р: Х-+Х пусть L, есть множество всех решений ш Е 
Еб(Х)" дифференциального уравнения 


dw = (p*A)w. 


Как и в теории вещественных линейных дифференциальных 
уравнений, доказывается, что L, есть П-мерное векторное 
пространство (над С) и что w,, ..., w„EL, линейно незави- 
‘симы тогда и только тогда, когда для произвольно заданной 
точки аЕХ векторы W; (A), ..., в, (а) Е С" линейно незави- 
симы. Поэтому базис и, ..., в, в L, определяет обратимую 
матрицу | | 
_Ф:= (u ..., W)EGL(n, 0(Х)) 

с а4Ф=(р*А)Ф. Такая матрица Ф называется фундаменталь- 
ной системой решений дифференциального уравнения 4 = Aw. 
Пусть G:=Deck (Х/Х) = л,(Х) есть группа накрывающих 
преобразований накрытия р: Х-+Х. Для оС положим 
оФ := Фоо07* аналогично (10.12). Вместе с Ф и матрица оФ 


удовлетворяет дифференциальному уравнению 4 (0Ф) = (p*A)(o®) 
и, таким образом, тоже является фундаментальной системой 
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Вени. Поэтому существует такая постоянная матрица 

Тс ЕСГ. (п, С), что 

oD ZI DI 
Если т— другое накрывающее преобразование, то 
DT zo == тоФф = (тФ) I; = DIT 5; 

т.е. Тью=Т.Го. Соответствие с-> То определяет тем самым 
гомоморфизм групп 

1; (X) = Deck (X/X)—GL(n, ©). 


Матрицы Тс называются автоморфными множителями для Ф. 
Обратно, пусть заданы гомоморфизм 


| Т: Deck (X/X)—GL(n, ©), 0+>T,, 
и голоморфное отображение | 
Ф:. Х- СЕ(, ©), 
такое, что. 
оФ=ФТ. для всех oEDeck(X/X). 
Матрица (4Ф) Ф-'Е М (пхл, О (Х)) инвариантна относительно 
накрывающих преобразований, так как 
о (аФ.Ф-) = (аФ.Т‹)(ФТ‹)-:=аФ.Ф-:. 
Поэтому существует матрица AEM(nxn, ©(Х)) с р*А = 


= 4Ф.Ф-*, и Ф есть фундаментальная система решений диф- 
ференциального уравнения 4 = Aw. 


11.7. Рассмотрим теперь частный случай 


Х :={2 ЕС: 0<|2|<В) 0<В<о 


Согласно (5.76), универсальное накрытие р: X—X имеет ^ 
группу накрывающих преобразований Z. Обозначим через о 
порождающий элемент Deck (Х/Х). На X существует логарифм 
координатной функции для Х, т. е. пы голоморфная 
функция 


такая, что expolog=p. Мы можем считать, что о выбран 


так, что 
д |105 =105 + 2л1. 


Пусть АЕМ (п хп, О (Х)) и ФЕСГ (п, 6(Х))—фундаменталь- 
ная система решений дифференциального уравнения 4 = Aw, 
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Так как Deck (Х/Х) = {0": nE€ Z}, то поведение Ф относительно 
накрывающих преобразований уже однозначно определяется 
матрицей ТЕС[. (п, С) с 


оФ = ФТ. 


‚ Если WEGL (п, 0(Х))— другая фундаментальная система pe- 
шений для dw= Aw, то существует матрица ЗЕ СЕ (п, С) 
с У=Ф5 и, значит, 


оф = 95-175 =У7Т, 


где T=S-!TS. При подходящем выборе фундаментальной- 
системы Ч можно, таким образом, добиться, чтобы автоморф- 
ный множитель Т имел нормальную жорданову форму. 


11.8. Экспонента от матриц. Для матрицы АЕМ (пхи, С) 
‘экспонента определяется равенством 


я 1 
exp (A)= т А*. 


Этот ряд покомпонентно абсолютно сходится. Если матрицы 
A, BEM(nxn, С) перестановочны, т. е. АВ = ВА, то 


ехр (А -- В) =ехр(А)ехр (В). 


Это доказывается так же, как для экспоненты от комплекс- 
ных чисел, при помощи произведения рядов для ехрА и 
ехр В. В частности, для В=— А получается, что ехр АХ 
xexp(— А) =ЁБ, т. е. ехр (А) Е СГ (п, С). 

Для SEGL(n, С) и АЕМ(пхи, С) имеем 


(+) ехр ($-:А5) =5-1 (ехр 4) $. 


Для всякой матрицы BEGL(n, С) найдется матрица АЕ 
Ем (пхи, С), такая, что 


ехр (А) = В 


Ввиду (*), это достаточно доказать для случая, когда В имеет 
нормальную жорданову форму. Если В — диагональная мат- 
рица с `диагональными элементами A, ..., Л» ЕС*, то в ка- 
честве А можно выбрать просто диагональную матрицу с диа- 
гональными элементами Hi, ..., М», где EXP (в,) =^,. Общая 
матрица в нормальной жордановой форме состоит из жорда- 
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новых клеток вида 
А 1 о 


Л 1 
1 
Bi ER" (Е +7 N) | 
1 
(0 A) 
01 0 
01 
ГДЕ ИЕ 
| 0:72 
{0 0 
Матрица A, с ехр(А,) = В; задается условием 


A,=uwE+M, 
где exp(u)=A и 


М = в (Е + N) : = 2 (— Da №. 


Этот ряд обрывается на конечном числе слагаемых, так как 
матрица N нильпотентна. 


11.9. Если А есть пхп-матрица, элементы которой суть 
голоморфные функции на римановой поверхности Х, то эле- 
менты матрицы ехр (А) тоже голоморфны Ha X, так как ряд 
компактно сходится на Х. 

Если АЕМ (пхи, 6(X)) удовлетворяет условию 

A-dA=dA-A, 
TO | 
d(exp(A))=dA-exp(A)=exp (A)-dA, 


что проверяется непосредственно почленным дифференциро- 
ванием экспоненциального ряда. — 


11.10. Предложение. Пусть TEGL(n, С) — некоторая за- 
данная матрица и BEM(nxn, С) —матрица, удовлетворяю- 
щая условию 

ехр (2 В) =Т. 
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Рассмотрим дифференциальное уравнение 
w = Bw 


в Х= {2 ЕС: 0<|2|< К}. Тогда 
Ф, := exp (В log) 


является фундаментальной ‘системой решений для w = Aw на 
универсальном накрытии р: Х —+ X с автоморфным соотно- 


шением 
оф. = ФГ. 
Здесь о определяется, как, в (11.7). 


Доказательство. Из замечания в (11.9) следует, что Ф, = 
=- ВФ. Кроме того, | 


oD, = 0 (exp (В log)) = exp (Bo log) = 
= exp (В (log +2ni)) = exp (В log) exp (248) =Ф.Т. 


Замечание. Это предложение показывает, что в проколотом 
круге Х наперед заданному автоморфному соотношению всегда 
можно сопоставить дифференциальное уравнение, решения 
которого именно так ведут себя относительно накрывающих 
преобразований. В $ 3] мы займемся этой же проблемой на 
‘произвольной некомпактной римановой поверхности. 


11.11. Предложение. (Обозначения —как в предложении 
11.10.) Пусть AEM ” хп, 6(Х)). Тогда дифференциальное ypas- 
нение 

w = Aw 


обладает фундаментальной системой решений Ф Е (1, (п, 6(Х)) 


вида 
Ф=УФ,, 


где Ф, =ехр (В 105) с постоянной матрицей BEM(nxn,C), a 
ЧФ инвариантна по отношению к накрывающим преобразова- 
ниям, т.е. Ч можно понимать как элемент из СГ (п, 6(Х)). 


Доказательство. Пусть ФЕ СГ (п, 6(X)) — а мы. 
система решений для wW = Аш u 
оФ=ФТ, TEGL(n,C). 
Согласно (11.10), найдется Ф, =ехр (В 105) Е СЕ (п, 6(X)), 


такая, что 
od, =Ф.Г. 


Для 9: =ФФ,у' имеем тогда о =ФТ, ч. т. д. 
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11.12, По предложению 11.11, фундаментальную систему 
решений дифференциального уравнения W = Aw в проколотом 
круге X={0 <|z|< R} можно описать как произведение 
многозначной функции D, =ехр(В log) весьма специального вида 
на однозначную (матричнозначную) функцию Ч. Эту функ- 
цию Ф можно разложить в ряд Лорана. Точка 0 называется 
особенностью фуксова типа для дифференциального уравнения 
w = Aw, если Ч имеет в нуле самое большее полюс, т. е. если 
в ее лорановское разложение в этой точке входит лишь конечное 
число членов с отрицательными показателями. 


11.13. Предложение. Лусть Х := {2 ЕС: 0«‹|2| < Rt}. Если 
матрица АЕМ (пхп, 6(Х)) имеет в нуле не более чем полюс 
первого порядка, то нуль является особенностью фуксова типа 
для дифференциального уравнения w = Aw. 


Доказательство. Для этого нам нужны два вспомогатель- 
ных предложения. 


(1) Пить К >0— константа и Е: (0, r,]—R; — непре- 
рывно дифференци руемая положительная функция, которая 
удовлетворяет дифференциальному неравенству 


|6 (г) АР (г) для всех гЕ (0, г.|. 
Тогда 
Е (г) < Fr) (5 -)- ПА ая ввех ГЕ, г. |. 


\ 


Доказательство (1). Из условия следует, что 


а =) К. 
12108 Ё (7) =р (r) > — г. 


_Интегрирование по отрезку [r, r,] дает 


Е 
log > —K log 


и, значит, 
-K 
РЕ (7-) 
(2) Для всякой голоморфной в X функции | имеем 
д , 
81| «2 1АИР |. 


Здесь 0/дг обозначает радиальную производную относи- 
тельно полярных координат 2 == гей, 
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Доказательство (2). Так как f комплексно дифференци- 
руема, то 


а 1 
== и, значит, #=1r. 
Kpome Toro, 
07 _ (9/ 97| м 
= (5-) и, значит, И |. 
Отсюда следует, что 


= öf öf 
=| [+ 


Zr]? «РИ. 


Теперь перейдем собственно к доказательству предложения 
11.13. Согласно (11.11), фундаментальную систему решений 
для w' = Аш можно записать в виде D=YD , где Ф Е СР (п, 6 (Х)) 
_ и Ф,=ехр(В105) ce ВЕМ (пхп, С). Отсюда 


Ф'=АФ=4"Ф,-- 90; = YO, Ч. BO, 


Умножая справа на Фу", получаем, что АУ = + УВ, т, е. 
(+) Ч = АУ Ч. 


Матрица А имеет в 0 полюс не выше первого порядка, и 
поэтому существует голоморфная во всем круге |2| < R мат- 


puma А; в А=- A,. Если определить норму матрицы С = (су») 
формулой 
мух \ a\ 1/2 
1с1:= (#19), 


то из (*) следует, что для заданного г, Е (0, R) найдется кон- 
станта М >0, такая, что 


- M 
F@OIS—IF@A| для 0<]jz|=er<r. 


Пусть ф,,„— компоненты матрицы ЧФ. Для фиксированного 
BER положим 


Розе = ке) 
Отсюда при помощи (2) получается, что 
IF (12 $ [Фу (ге) | [ре |< 
< 2 (ге) | + [Ч (ге) < 27| (ге) |", 


Е De Sr Е Ро ГЕ мора АНИ, Tr р Е. 
а ео Ч TER TE ОЕ Е а о в Рае 
3 ae RE т ОА Be В РАС BEE Ge 

A к # 3 - < = 
fi 


Auf 2 ея : $4 # 
rd? Е. о RG | ас». 
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7,8. |2 (<=; Z Fir). Teens из (1) следует, что 
р. \ EM 
РР (-) °, 


-M 


ее (=) 


Поэтому Ф в нуле может иметь не более чем полюс порядка 
И, WER. 

Теперь мы хотим извлечь из предложения 11.13 одно след- 
ствие о виде решений некоторых часто встречающихся на 
практике линейных дифференциальных уравнений второго 
порядка. 


11.14. Предложение. Пусть 2: |2“: 2 
X := DN 10}. Пусть а 6 Еб(). ода дифференциальное урав- 
нение 


п r,b 
(1) | + 


обладает на универсальном накрытии р: X—X фиундамен- 
тальной системой решений (ф:, 9.) следующего вида: 


ae 9: (2) = гриф: (2), 
9, (2) = 2, (2), 
Ko фл (2)=2Pyı (2), 
ф» (2) = 22 (фи (2) 108 г +, (2)). 


Здесь P, ог, о, —комплексные числа и ф;, $. Еб(О). 


Замечание. 1052 и 2?=е0°8 *— однозначные голоморфные 
функции на X; голоморфные функции в D понимаются как 
функции на X, инвариантные относительно накрывающих о 
преобразований. 


Доказательство. Сведем это дифференциальное уравнение 
к системе двух дифференциальных уравнений первого порядка, 
полагая 


Так как w=zw’-+w’, то (1) эквивалентно системе 
| 


| TE 
(2) —6 (2 1—а (2 
ЕО 
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К системе (2) применимо предложение 11.13, и, таким обра- 
вом, фундаментальная система решений представляется в виде 


Ф (2) = г7Ф (г) ехр (В 105 г), 

где ЛЕЙ, WVEGL(2, 6(р)), ВЕМ (2х2, С). Преобразуя базис, 
можно считать даже, что В имеет нормальную жорданову 

форму. я 
Случай 1. В—диагональная матрица, В = =. ) +: ТОРАА 

2 

О 
exp (Blog )=(‘ 0 ), 


А 


ee "(о во =) 


и, значит, 9 (2) = 21, (2), ф, (г) = 2+9, (2). 


\ 
Случай 2. В— жорданова клетка, в= (* ei Тогда 


exp (В 105 2) = 2° ® 5 ") ы 


откуда получается, что 
ф: (2) = 2” *94р: (г), — Ф, (2) = 2"4® (ф; (2) 105 2 НФ, (2)), UT. 


11.15. Дифференциальное уравнение Бесселя. В качестве 
примера рассмотрим N уравнение Бесселя в С* 


р? 
(1) + wt— w "+ (1—2) ш=0. 
Здесь р— произвольное комплексное число. По предложению 


11.14, это дифференциальное ` уравнение обладает по крайней 
мере одним решением вида 


(2) WORLD ЕС, „AO. 
Дифференцирование ряда дает 

= ern, 

Ф" (2) = 2° 3: (e-+n)(p +n—1)c,2””?. 
Подставляя это в дифференциальное уравнение и рассматри- 
вая коэффициенты при 271", мы получаем, что это диффе- 


ренциальное уравнение удовлетворяется тогда и только тогда, 
когда 
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(И (6°—1') «=0, 
(11) (e 1) — р) с, =0, 
(iii) (eo +n)?— р?) с„-Ёс,-.=0 для всех n>2. 
Так как с,=5=0, то из (1) получается, что с необходимостью 


р === р. 
Тогда для четных й=2А равенство (11!) переходит в 
(ii) DR (Hk) tl =0. 


Теперь мы различаем два случая. 
Случай 1. РЕС\#,. Тогда система уравнений (1) — (111) 
имеет решение 
Свт == 0, 


1 \ 2% Co 
| о 
для всех REN с произвольным C,. Так как 


Г-Н =(@-®) ©+^—П... ФЕОГО-И, 


то, в частности, при с, = 1/Г (© |1) получаем, что 


ве ФЕ РТ г ENT 
Ск — ( Ве) ГРИГ ОЕЕИ" 


Бесселева функция индекса о определяется равенством 


»@:=(5)" Утееттетек ($ - 


Изложенные выше соображения показывают, что J, u J_ 
два линейно независимых решения дифференциального урав- 
нения (1). 


Случай 2. p€Z. Мы можем считать, что р 0. Здесь раз- 

ложение (2) при о =р с необходимостью приводит к решению 
ф (2) = сопзЁ. 1 „ (2). 

Если р=20” и р=—р, то из с, 520 с учетом (iii) следует 
прежде всего, что с,,5=0 для всех Е «р, а при k=p полу- 
чается противоречие: 0.с,,--с,,-,=0. Таким образом, при 
целочисленных р разложение (2) дает лишь одно линейно 
независимое решение. По предложению 11.14, дифференциаль- 
ное уравнение (1) обладает другим линейно независимым с J, 
решением вида 


ф (2) =/,(2) 105 2-5 (2), 


4* 


ИЕ ЗЕРЕН ee RE РЕ ee 
-. RZ ae EN 55° Er. ö } ыы 52 N x т ME + a = 2 2,0 кое ые- 2, Се r , х > % 
u: =. 
$ 
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где о— голоморфная в С* функция, которая в 0 имеет не 
более чем полюс. Дифференцируя, получаем 


ф' (2) = 1 (2) ю8 2+ 1,08’ (@), 
(del + ddr le). 


Подставляя это в дифференциальное уравнение и используя 
то, что w=,J (2) уже является решением (1), мы получаем, 
что U является решением (1) в точности тогда, когда 


"ат ®+(1—8)=@=—=24@) 


Это ‚уравнение можно разрешить при помощи степенного ряда 
вида 


© 
g (2) =2"P > а„2”, 
п=0 


который определяется однозначно с точностью до слагаемого, 
кратного J,. При подходящей нормировке отсюда получаются 
так называемые функции Неймана М „: как решения (1), кото- 
рые вместе с /„, образуют фундаментальную систему решений 
дифференциального уравнения Бесселя (1); см. [52], [55]. 


Глава Il | = | 
КОМПАКТНЫЕ РИМАНОВЫ - 
ПОВЕРХНОСТИ 


Среди римановых поверхностей особо важный класс образуют 
компактные поверхности, так как к ним относятся, в част- 
ности, все накрывающие поверхности римановой числовой 
сферы, которые определяются алгебраическими функциями. 
Теория функций на компактных римановых поверхностях 
обнаруживает интересные закономерности, такие, как теорема 
Римана — Роха и теорема Абеля. В наше время теория рима- 
новых поверхностей ‚ обобщается на обширную теорию комп- 
лексных многообразий произвольной размерности. Развитые 
для этих целей методы в свою очередь хорошо подходят для 
доказательства классических теорем. Поэтому мы приводим 
в этой главе краткое введение в теорию когомологий пучков. 

Глава Il, по существу, не зависит от гл. I. Нам нужны 
только $ 1 (определение римановых поверхностей), первая 
часть $ 6 (определение пучков), а также $ 9 и 10 (дифферен- 
циальные формы). | 


$ 12. Группы когомологий 


Целью этого параграфа является определение групп когомо- 
логий Н\(Х, 9) для пучка 9 абелевых групп на топологи- 
ческом пространстве Х. Эти группы когомологий играют ре- 
шающую роль в нашем дальнейшем изучении римановых 
поверхностей. 


12.1. Коцепи, коциклы, кограницы. Пусть Х — топологи- 
ческое пространство и $ — пучок абелевых групп на X. Пусть 
задано открытое покрытие X, т. е. семейство И = (И ‚Jier OT- 


крытых подмножеств, такое, что U U,=X. Для 9=0, 1,2,... 
[Е! 

мы определяем 4-ю группу коцепей пучка $ относительно И 

как 


aM, #):= 1: ети. 


al 9+1 
(io, ’ 01 


a а 
x BE 
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Элементы CA(U, F) называются g-koyenamu. Таким образом, 
4-коцепь есть семейство 


Un. ti MILE R fü... eFUuN.-.- NnU,) 


q 


для всех (1,...,14) Е 149**. Сложение двух коцепей осущест- 
вляется покомпонентно. Определим теперь операторы когра- 
ницы 


Ö: С* (Ц, $) — С (Ц, F), 
5: CU, #) — С°, 8) 


следующим образом: 
(1) Для (ле, Е С° (И, 9) пусть Öllfdie)= (ву), ien где 
gy:=h—heF (Ч: ПИ). 


ER при вычитании элементы [; и |, сужаются Ha пересече- 
ние U,NU,. 


(1) Для (Ру), ге re С*(И, 9) пусть 6 (([;,)) = (в у»), где 
би: Tr На Ти ЕЯ (Ч: ПИ, ПОь. 
Здесь члены в правой части сужаются на общую область опре- 
деления U,NU,NU,. 


Операторы коРбанины являются гомоморфизмами групп. 
Положим 


ZU, 9): = Кег (С (И, CH, 9), 
BU, 5) := Иа (С° (И, ) + СЕ, 5). 


Элементы 21 (Ц, $) называются /-коциклами. По определению, 
1-коцепь (};, Е С*(И, 9) является коциклом тогда и только 
тогда, когда 


(+) fr=lu tl над U,NnU,NnU, 


для всех 1, |, РЕ[. Из этого так называемого коциклического 
соотношения следует, что | 


Ги=0, fy=-— Tr 


Первое соотношение получается, если в (*) положить I=j—K, 
второе —если i=k. 

Элементы В1(И, 9) называются 1-когранииами. Всякая 
кограница является, в частности, коциклом. Кограницы назы- 
вают также разрешимыми коциклами. Коцикл ({,,) Е 21 (И, 9) 
разрешим тогда и только тогда, когда существует 0-коцепь 
(2) Е С°(И, 9), такая, что 


[,=8;:—5, над U,NnU, для всех #1] ЕГ, 


$ 12. ГРУППЫ КОГОМОЛОГИЙ 103 


12.2. Определение. Факторгруппа 
MU 9) := 21 (И, F)/B (И, 9) 


называется первой группой когомологий с коэффициентами BF 
относительно покрытия Ц. 

Ее элементы называются классами когомологий; два коцикла, 
принадлежащие одному классу когомологий, называются ко- 
гомологичными. Таким образом, два коцикла когомологичны 
тогда и только тогда, когда их разность является кограницей. 

Группы А (И, 9) зависят от покрытия Ц. Чтобы получить 
группу когомологий, которая зависит только от X и $, пере- 
ходят ко все более мелким покрытиям и берут предел. 

_ Открытое покрытие %3= (У,)ь век называется более мелким, 
чем покрытие Ц (обозначается » < Ц), если каждое И, содер- 
жится по крайней мере в одном U,. В этом случае сущест- 
вует отображение т: K— /, такое, что 


У, = Un для всех РЕК. 
При помощи этого отображения т определим отображение 
щ: AU, Я) + 71 (%, A) 
следующим образом: для (ЕР (Ц, 9) пусть ty (1+!) = (в) 
где 


бы := ры и|У& ПИ, для всех ^№, (СК. 


Это отображение переводит кограницы в кограницы и инду- 
цирует гомоморфизм Я! (И, 9) — Н! (3, 4) групп когомоло- 


гий, который мы тоже обозначим через in. 
12.3, Лемма, Отображение 
5: Н\ (И, 9)» Н: (%, $) 
не зависит от выбора измельчающего отображения т: К —+ [. 


Доказательство. Пусть т: К-»[— другое отображение с 
У, = Иль для всех REK. Пусть ({,,) Е 21 (И, 9) и 


| Fr, м [У ПУЬь бы: = fir, #1 УПИ, 


Нам надо показать, что коциклы (&,;) и (gr) когомологичны. 
Так как У, = И ПО=+,, то определены 


Пе: Tr, к | ё ЕЯ (У»). 


et DE EEE ET TE КЗ СНЕ, с ЗВ Та Е: т RT ger > = EEE м ug 
ES En N Se IE Fr BE Be аа > a a TE Le 
me; У BEST ar BER Er ae: 2 ee А: $ Er Ve EN hie Re DB 
Pe Br у +2 5 x 1 A 7х EEE 


104 = ГЛ. Il. КОМНАКТНЫЕ РИМАНОВЫ ПОВЕРХНОСТИ _ 


Над У, ПУ, имеем 


Sr — Er = Ihr, м —[ ль, u= 
= fir, ut fu, лк fu, %— ir, u = 
| — [xk, ТА — It, =h,—h, . 
Таким образом, коцикл (4) — (5) рим, TR 


12.4. Лемма. Отображение 


5: HU, 9) —+ HB, 9) 


инбективно. 


Доказательство. Пусть ({;,) Е 2'(И, 9) —коцикл, образ 
которого в 21 (3, 9) разрешим. Надо показать, что тогда 
и сам (/,;) разрешим. 


Итак, пусть fr и=8,— 9, над У,ПУ, с HEFW,). 
В И: ПУ, ПУ, имеем 


бб, = Нь и ры ıtf, uf, и Н, ть, 


и, значит, [+ va tg, =fi, utg,. Тогда, по второй аксиоме 
пучка` (см. определение 6.3), примененной к семейству от- 
‚крытых множеств (И, ПУ,) сек, существуют В; Е $9 (U,) с 


h,=f, «tg, Han U;,NnV,. 


Для найденных таким образом элементов h, над U,NU,NV, 
имеем 


fi =, че fr, fh, urn р — в, =, Й,. 


Так как А было произвольным, то из аксиомы I пучка сле- 
дует, что это равенство справедливо над И, ПИ „т.е. коцикл (;,) 
разрешим уже для покрытия U, ч. т. д. 


12.5. Определение H!(X, 9). Для трех открытых покрытий 
2 < 33 < И имеем 


Bis 


Поэтому на дизъюнктном объединении всех A(Ü, 9), где Ü 
пробегает открытые покрытия Х, можно ввести следующее 
отношение эквивалентности: два класса’ когомологий ЁЕ 
ЕН: (Ц, Я) ичЕН*(Ц’, 9) называются эквивалентными, когда 
существует открытое покрытие 3 cB<UuDB<U’, такое, 


что 5 (Е) = (1). Множество всех классов эквивалентности 
есть так называемый индуктивный предел групп когомологий 
Н'* (И, $). Этот предел называется первой группой когомоло- 
гий пространства X с коэффициентами в пучке 9 и обозна- 
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чается 
Н\(Х, 9) = Ит В! (И, = (U На (И, 5) |. 
u 


Сложение в Н!(Х, $) определяется следующим образом. Пусть. 
элементы X, УЕ Н*(Х, 9) определяются классами Ё Е Н! (И, $) 
и ТЕН! (И’, 9) соответственно. Пусть % — общее измельчение 
для U u Ц.. Тогда хр уЕН!(Х, 9) есть класс эквивалентно- 
сти для В (В + la (1) ЕН! (3%, $). Легко видеть, что это оп- 
ределение не зависит от выбора представителей и что Н!(Х, &) 
превращается в абелеву группу. Если cf — пучок векторных 
пространств, то естественным образом Н! (И, Я) и Н+(Х, 9 ) — 
тоже векторные пространства. 

По лемме 12.4, для всякого открытого покрытия Х кано- 
ническое отображение | 

MU 9) — Н+(Х, 9) 

инъективно. Отсюда, в частности, следует, что 


Равенство H!(X, %)==0 справедливо тогда и только тогда, 
когда Н'!(И, у) =0 для любого открытого покрытия И прост- 
ранства Х. 


12.6. Предложение. /Густь X — риманова поверхность и & — 
пучок дифференцируемых функций на X. Тогда Н\(Х, &)=0. 


Доказательство. Мы докажем это утверждение в предполо- 
жении, что Х имеет счетную топологию (это предположение 
на самом деле всегда выполняется — см. $ 23). 

Пусть Й=(И;):/— произвольное открытое покрытие X, 
Тогда имеется подчиненное ему разбиение единицы, т.е. се- 
‘мейство (W,)ier функций ф; Е © (X) со следующими свойствами 
(см. приложение): 

(1) Зирр ($2) < Ив; 

(ii) каждая точка в X обладает окрестностью, которая пе- 

ресекается лишь с конечным числом множеств SUPP (%,); 


(iii) 21. 
Мы покажем теперь, что Н*(Ц, ©) =0, т.е. всякий коцикл 
(Г) Е 2*(И, ©) разрешим. | 

Функции %,/;,, определенные на И, ПОИ,, можно продолжить 


нулем до дифференцируемых функций на всем U, и рассмат- 
ривать как элементы из & (И). Пусть 


u — - >"; Е : 
Ei: РИ 


Согласно (ii), эта сумма в окрестности каждой точки в U, 
содержит лишь конечное число отличных от нуля слагаемых 
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и, таким образом, представляет собой элемент &; Е © (U ,). Для 
i, |ЕГ на U,NU, имеем 


8 r 2 Val 2 ЧрьГ ув = Pa? (rm) 
= 2% Fat) 


и, значит, (f,,) есть кограница, ч. т. д. 


Замечание. Точно так же доказывается, что на римановой 
поверхности Х первые группы когомологий с коэффициентами 
в пучках @®, 6’, E&"! и &® равны нулю. 


12.7. Предложение. Пусть Х — односвязная риманова по- 
верхность. Тогда 

(а) MIX, С) =0, 

(5) MX, 2) =0. 

Здесь С и Z обозначают соответственно пучки локально 
постоянных функций` со значениями в комплексных, соотв. 
в целых числах, см. (6.4е). 


Доказательство. (а) Пусть Й— открытое покрытие X и (с,,) Е 
Е71(Ц, С). Так как 2'(И, С) с 2*(И, &) и HU, $) =0, то. 
существует коцепь ({;) Е С°(И, ©), такая, что 

си=Н—р, на U,nU,. 
Из de,,=0 следует, что df,=df, на О; ПО,, и, значит, сущест- 
вует глобальная дифференциальная форма WEERVY(X) 
с @a]U,=df,. Так как 44], =0, то ® замкнута. Поскольку X 


односвязна, то, согласно (10.7), существует [E& (X), такая, 
что 4]=. Мы полагаем | 


c:=h—fVU.. 


Так как de,=df,—d[=#o—o=0 на U,, то с‚— локально по- 


стоянные функции, т.е. (с,;) Е С° (U, С). Над И: ПО, имеем 


ey=h-h=h—-N Ih, —-ND=1—e, 

и, значит, коцикл (C,,) разрешим. 

(b) Пусть (a,,)EZ!(U, Z). Согласно (а), существует коцепь 
(сре С° (Ц, С) с 

ав =с,—с», над U,NU,. 

Так как exp (2nia,,)=1, то exp (2nic,)=exp (2л {с,) над пере- 
сечением U,NU,. Так как X связно, то существует число 
6ЕС*, такое, что 


ф=ехр (2л {,) для всех jEI, 
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Пусть СЕ С таково, что exp (2rnic)=b и 
а}: =С,;— С. 


Так как exp (2nia,)=exp (2л ic,)- exp (—2л 5) =1, то а, —це- 
лочисленные функции, т. е. (а,) Е С° (Ц, 2). Кроме того, 


ав =, — С» = (с, —с) — (с, —с)=а,— а», 


т.е. коцикл (а,,) лежит в В! (И, 2), ч.т, д. 

Следующее предложение показывает, что при определенных 
обстоятельствах для вычисления Н\(Х, 9) можно обойтись 
одним-единственным покрытием. 


12.8. Предложение (Лере). Пусть 95 — пучок абелевых групп 
на топологическом пространстве X и Ü=(U ‚ie /— открытое 
покрытие X, такое, что H!(U,, 4) =0 для всех [Е Г. Тогда 


H(X, 9) = Н+(И, A). 


В таком случае Ц называется покрытием Лере (первого 
порядка) относительно $. 


Доказательство. Достаточно показать, что для всякого 
открытого покрытия B=(Vo)aea © < ИЦ отображение 


в: HU, F)— HB, 9) является изоморфизмом. Согласно 
(12.4), это отображение инъективно. 


Пусть т: А—+/—такое отображение, что У’ < Ил» для 


всех «ЕД. Чтобы доказать сюръективность $, нам надо для 
каждого заданного коцикла ({»в)Е 21 (%, 9) найти такой Ko- 
цикл (Р;,) Е 21(Ц, $), что коцикл 


(F To, гв) Ki (f ав) 


разрешим относительно 3. 

Семейство (И; ПУз)аелд является открытым покрытием U‘. 
Мы обозначим его через И, ПЗ». По условию, Н* (И, П 3, 4) =0, 
т.е. существуют 8» Е 9 (И; ПУ.), такие, что 


fo =8ia—8ı Han И: ПУ ПУь. 
Так как тем самым над И; ПИ, ПУ» ПУв будет 
La — З1« =бв— 8, 
то, по второй аксиоме пучка, существуют элементы Ё;,Е 
EF(U,NU,) с 
F,=8ja—8a над О: ПО, ПУа. 


Ясно, что (F,,) удовлетворяет коциклическому соотношению 
и, таким образом, лежит BZ! (И, $). Положим Ag: = gro, «| Ув € 
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EF (У.). Тогда над У„ПУв имеем 


Pe El 7: = (Exp, a Это, а) — (зв, о — ЭчвВ, в) я 
— Ячв, в бла, а — Ив — Йа 


и, значит, (Ро, «в) — (ав) разрешим, ч. т. д. 


12.9. Пример. В качестве применения теоремы Лере мы 
хотим показать, что 


Нт (С*, 2) =2. 


Пусть О:: =С*\К- u U,:=C*NR,, где В, и В _ — соответ: 
ственно положительная и отрицательная вещественные полу- 
оси. Тогда Ü=(U,, Ц.) —открытое покрытие C* и, согласно 
(12.7), H!(U, Z)=0, так как U, звездны и, значит, одно- 
связны. Поэтому Н*(С*, 2) = Н*(И, 2). , 

Так как коцикл (a,,)EZ!(UÜ, 2) альтернированный, т. е. 
а: =0 и а, =— а,;, то он вполне определяется заданием ау, 
и, таким образом, 21 (И, 2) = Д (И, ПО,). Пересечение И, ПИ, 
распадается на две связные компоненты — верхнюю и нижнюю 
полуплоскость, и, таким образом, 2. (И: ПЦ.) = 2х. Так 
как U, связны, то Z(U))=ZZ и, значит, С°(И, Z)E&ZxZ. 
Оператор кограницы 6: С°(И, 2) —+ 21(И, Z) благодаря этим 
изоморфизмам задается условием 


77—72. Бе). 


Таким образом, кограницы отождествляются с подгруппой В = 
< ZxZ всех элементов (A,, A,), таких, что а, =а,. Поэтому 
HU DEZXZBEZ LTR 


Таким же способом доказывается, что H!(C*, С) =С. 


12.10. Нулевая группа когомологий. Пусть 5 — пучок абе- 
левых групп на топологическом пространстве Х и U=(U ‚Jieır— 
открытое покрытие Х. Положим 


2 (И, 5): = Кег (С° (И, nam, 9), 
В* (Ц; 2% =0; 
Н°(Ц, 5): =2° (И, FB (Ц, 9) = 25 (Ц, $). 


Из определения 6 следует, что 0-коцепь ({,) Е С°(И, 9) при- 
надлежит 2°(Ц, 9) тогда и только тогда, когда [,| И; ПИ, = 
= f,|U,NUV; для всех, | © Г. Тогда, по второй аксиоме пучка, 
элементы |, объединяются в один глобальный элемент [Е 9 (X) 
и естественным образом получается изоморфизм 


HA, #)=2° (Ц, 9) =8 (X). 
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Таким образом, группы A°(Ü, 9) совсем не зависят от Ц. 


По определению, 
Н® X, Feel 


$ 13. Лемма Дольбо 


В этом параграфе мы решаем неоднородное-уравнение Коши — 
Римана ==, где бс— заданная дифференцируемая функция 
z 


в круге X. Затем это используется для доказательства три- 
виальности группы когомологий Н\(Х, 0). 


13.1. Лемма. Для всякой функции ЗЕ © (С) с компактным 
носителем существует функция [Е © (С), такая, что 


д 
ЕЕ: 
Доказательство. аж функцию ir C—C формулой 


FO: = mu) 


Так как подынтегральное выражение имеет особенность в точке 
2=6, то надо еще показать, что этот интеграл существует 
и дифференцируемым образом зависит от &. Проще всего это 
сделать при помощи замены переменной интегрирования и вве- 
дения полярных координат г, 0, а именно 


г=б- гей. 


Так как при интегрировании & рассматривается как KOH- 
станта, то 
4г лаг = — Дахлау=— 2и аг add 


и, значит, 


Е C+ref), grad 


reid 
er | g(& + rei?) ei? dr dd. 


Так как g имеет компактный носитель, TO интегрировать надо 
только по прямоугольнику О <г— К, 0<0=<2л с достаточно 
большим R и еще можно дифференцировать под знаком инте- 
грала, т.е. РЕФ (С) и 


Ig=-- | | de Lreü) 10 qr.dd, 
95 л 0% 
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Далее, избавляясь от полярных координат, получаем 
Sy Hi NE чала, 
0% BEN 


21-0 


где Ве: ={2 ЕС: e<|z|<R}. Так как 
Ct 1 мот 2 (#6) 
д: 02. DZ 2 
при 2=2=0, то 


= ЗЕ ©) =, im А: се) 42 ^л4г = — lim || do, 


e> 0.1. 
В 


где дифференциальная форма 
1 & 
ee 


(здесь 2 рассматривается как переменная, а &—как KOHCTAHTA). 
По теореме Стокса, 
д - ; ; 
DE lim || do=-— lim «= lim ©. 
0% at 


e>0 e>0 
2 2 | == 


Параметризуя окружность |2|= при помощи 2=е®, 0< 
<09=<2л, получаем, что 


22 zO= lim Ef g(C + ее) dd. 


Здесь интеграл представляет как раз среднее значение функ- 
ции g на окружности Steel”, О 0=—<2л. Так как g непре- 


рывна, то при &—›0 оно сходится к g(Ö), т.е. = O=EQ), 


чт. д. 
В следующем предложении мы освобождаемся от предпо- 
ложения, что © имеет компактный носитель. 


13.2. Предложение. /Лусть X:={zEC:|z|<R,O<RS 
и gEE(X). Тогда существует fES(X), такая, что 


Это предложение является частным случаем так называемой 
леммы Дольбо из теории функций многих комплексных пере- 
менных, см. [31]. 
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Доказательство. В этом случае решение нельзя задать 
просто в виде интеграла, как в (13.1), поскольку в общем 
случае интеграл не будет сходиться. Поэтому мы воспользу- 
емся методом исчерпания и сведем (13.2) к (13.1). 

Пусть 0 < ^, = К: <... < Ю,— последовательность радиу- 
сов, lim R,= | 


na» 


Хы: =42 ЕС: |2| < Ru} 


Существуют функции р, Е ©(Х) с компактными носителями 
Зирр (Y,) = Äy„+ı и ф,|Х,=1. Мы полагаем, что функции V,g, 
которые равны нулю вне X „;,;, продолжены нулем на всю С. 
Согласно (13.1), существуют функции }, Е @(Х) с 


—= =1,0 на Х. 


Теперь индукцией по п заменим последовательность (f,) по- 
следовательностью (f, ) так, что для всех п > 1 будет 


(1) д, /дг=в на Х,, 
(ii) en I Dr U A 
(как обычно, мы обозначаем через |} |x: =sup| (x) | зир-норму). 
хе 


Положим fi: ={+. Пусть fir ..., №, уже построены. Тогда 
9 ei | | 
ln I на Л, 


и, значит, /„+7—/„ голоморфна в Х,. Поэтому существует 
многочлен Р (например, отрезок ряда Тейлора для [,.:—|,), 


такой, что : 
fans 1 - Ри И 


Положим [,+1: =/,+1—Р; тогда условие (ii) будет выполнено. 
Кроме того, на Х„.; имеем 


ER Ant 2 = д dag = 3 
ra BEE — в 


т. е. выполнено также условие с Так как каждая точка 
zE X содержится почти во всех X, то существует предельное 


‚ значение 


# (2): = lim f.(@). 
Над X, функция ]/ представляется в виде 


[= Г, 2; (Frhr) 
k=n 
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Функции {|,.:—|/, при k>n голоморфны в Х,„, так как 
5= (ин: №) =0. Согласно (1), ряд 

2 


г. = (чт р) 


равномерно сходится на X, и, значит, Ё, там голоморфна. 


Поэтому f=f,+F, для каждого п бесконечно дифференци- 
руема на X, и, значит, [E& (X). Далее, 


of _ д}, 
— — —— = на x 
Öz 02 8 р R 


д 
для всех п и, значит, —=g на всем Ä, ч. т. д. 
& 


: д 
Замечание. Решение уравнения = g определено, разу- 
z 


меется, не однозначно, а с точностью до голоморфного сла- 
гаемого. | | 


13.3. Следствие. Пусть Х: = {2 ЕС: |2| < Ю} O<R<Z<w. 
Тогда для всякой SEE (X) существует функция TES (X), та- 
кая, что a 


2 
Здесь A = — al — = 4—2 оператор Лапласа. 
ду? 02 д2 


Доказательство. фу НЕФ(Х) есть о С а 


И ГЕФ(Х)—функция с = =f,. Тогда f: = f, удовлетворяет 


уравнению Af=g, так как 
no Ah И lee 
0202 =. DEN 9% дг \ 02 öz 


13.4. FIDERAOBRUNG: Пусть X: ={2 ЕС: |z|< R},O<R< 
Тогда Н*(Х, 6)= 


Доказательство. Пусть И=(И;)—открытое покрытие X 
И ИЕР (И, 0б)—коцикл. Так как ZIU, 0)с 21(И, ©) 
и Л*(Х, &)=0, то существует коцепь (g,)EC’(U, &) с 
Iy=8:—8 на U;,NU,. 
Так как = и =0, то 8) на U,NU, и, значит, су- 


ществует глобальная функция ПЕФ (Х) сй| И; = = . Согласно 
2 
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(13.2), найдется функция Е Ф(Х) с В. Положим 
< 7. 


1: =8:— 8. 
Так как Е, то |; голоморфны и, значит, ({;) 6 
4 zZ 


74 
Е С°(И, 6). Кроме того, на И, ПИ, имеем 
у =а—в=[ 


т.е. коцикл (f;;) разрешим, ч. т. д. 


13.5. Предложение. Для римановой числовой сферы имеем 
И" (р: 6)=0: 


Доказательство. Положим U,:=P,\N® и U,:=P;NO. Так 
как И, =С‚, а И, биголоморфно эквивалентно С, то, по (13.4), 
H!(U,, 6)=0. Таким образом, Ü=(U,, U,) есть покрытие 
Лере для Р; и A!(p,, 6) =Н"(И, 6) согласно (12.8). Итак, 
надо показать, что всякий коцикл (},;) EZ! (И, 6) разрешим. 
Для этого, очевидно, достаточно найти функции |; Еб(И}), 
такие, что | 

fa =h-fh Ha И. ПО, = С*. 


Пусть 
fiz (2) > 2 C„2” 


п=-® 


есть разложение Лорана для }{:. в С*. Положим 


2 —1 
Во: = dort и Бе: =Ь— Doz". 
Тогда НЕб(И) и hf, ч. тд. 


$ 14. Теорема конечности 


В этом параграфе мы докажем, что на компактной римановой 
поверхности X группа когомологий H!(X,6) является конеч- 
номерным С-векторным пространством. Ее размерность назы- 
вается родом поверхности Х. Из теоремы конечности следует, 
между прочим, что на компактной римановой поверхности. 
всегда существуют непостоянные мероморфные функции. Имея 
в виду последующие применения в гл. ПТ, мы проводим наши 
исследования для относительно компактных подмножеств не 
обязательно компактных римановых поверхностей. 
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14.1. L?-Hopma голоморфных функций. Пусть О = С—от- 
крытое множество. Для голоморфной функции {Е 0(О) опре- 
делим [?-норму формулой 

1/2 


Рея (р: (5 А (х-- ФР ах 


Таким образом, |{|1- р ЕК. И {о}. Если |} (р) < о, то f 
называется квадратично интегрируемой в О. Векторное прост- 
ранство всех квадратично интегрируемых голоморфных в D 
функций мы обозначаем L?(D, 0). Если 


Vol (DJ): = \ \ ахау < оо, 


р 


то для всякой ограниченной функции FEÖ(D) имеем 
№ ЗУ Уо (РУ, 


где flo: =зир {|1 (г) |: 2ер} обозначает зир-норму. 
Для р geL?(D, 6) определяется скалярное произведение 


< а: =) вахау. 


р 


Интеграл существует, так как для всех ге р 


[1 (2) ©) |<) -18 (2). 


С этим скалярным произведением [7 (0, 0) становится унитар- 
ным векторным пространством и, значит, в нем, в частности, 
определено понятие ортогональности. 

Пусть теперь В = В (а, г): = {2 ЕС: |2—а]| < г} — круг с цент- 
ром a и радиусом г >> 0. Тогда мономы (Pa)nen: 


ф» (2): = (z—a)", 
образуют ортогональную систему в L?(B, 6) с 


|, Dr ЕМ 
(в = = ля всех п : 
Фи | (В) Ут! A | 
что легко проверить введением полярных координат. Если 
FEL?(B, 6) и 


= Хе," 


есть разложение Тейлора для | в точке а, то по теореме Пи- 
фагора 
je +} 
м nr?n+2 
(=) Ill: в Same [.. 
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14.2. Предложение. Пусть РеС— открытое множество, 
'>NV. u 
Di:=1zE DB cd) 


— множество всех точек в О, у которых расстояние до epa- 
ницы >r. Тогда для всякой функции FEL?(D, 6) 


Mor «ях И. 


str 


Доказательство. Пусть aED, и { (г) = Ус, (г— а)" есть тей- 
лоровское разложение в точке а. Из (=) следует, что 


ВР То у ИР све, оу ИР 


Так как |} |. ==зир {|[(а)|: aED,}, то отсюда вытекает ут- 
верждение. 

Из предложения 14.2, в частности, следует, что если (/[,)ие\— 
последовательность Коши в L?(D, 0), то она сходится равно- 
мерно на каждом компакте в D и, значит, имеет пределом го- 
ломорфную функцию. Поэтому L?(D, 0) полно, т. е. является 
гильбертовым пространством. 


Следующую лемму можно рассматривать как. некое обоб- 
щение леммы Шварца. 


14.3. Лемма. Пусть D’ & —открытые подмножества в С. 
Тогда для каждого в > 0 существует замкнутое векторное под- 
пространство ACL?(D, 0) конечной коразмерности, такое, что 


Ар Selflı р» для вех |ЕА. 


Доказательство. Так как Ш’ компактно принадлежит D, 


то найдутся г>0 и конечное число точек а,, ..., Qa,ED co 
следующими свойствами: 
(1) Bla, дер ma j=el, ай, 
k 


(ii) Ха U B(a,, r/2). 
j=l 


Выберем п настолько большим, что 27"-1 <. Пусть А 
есть множество всех функций FEL?(D, 0), которые в каждой 
точке а; имеют нуль по крайней мере n-ro порядка. Тогда А 
есть замкнутое векторное подпространство в L?(D, 6) кораз- 
мерности < Ап. 

Пусть fEA. Тогда | в точке а; имеет тейлоровское разло- 
жение 


(г) = с (е—-а, >. 


ne nor nn ee 5 re En т са 574 ак. С-В? ИТ. 2 = Е Е Ne TR РСА о а р Ре Сб а A 
ЕР EEE EEE И М а В ЕЕ ав, SE тя ur 03 Анк WARE Me - а EEE, a TEE 
s / ь 


р ; . = 
55$ 3 5 Se и а а u - per, {9 Е ; 
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Для всех р< г имеем 


Il: L*(Bla,, )) = -2 eu и |[с,Р, 
откуда следует, что 
[Рева у) S2"""* flag, г. 
Согласно (1) и (ii), 


[А |Есвца г) Sfr: ‹Ф 


Al @oyS <> [А есвца, 772» 


а значит, ||» oy А:27”- Mile (ра (р, Ч. Т. Д. 


14.4. Квадратично интегрируемые коцепи. Пусть Х — ри- 
манова поверхность. Выберем конечное семейство (0%, 2;), 
i=1, ..., И, карт на X, таких, что г,(ИъсС суть круги. 
Мы не предполагаем, что Ц* = (И? <:<„ есть покрытие X. 

Пусть И; <И"— открытые подмножества и Ц: = (U ;)1<к<л. 
В группах коцепей С° (И, 0) и C!(ll, 6) на пространстве 


О 
мы следующим образом введем [?-норму: 
м для и = (7:) Е С°(И, 6) пусть 


| [225 :=2l f: iu, >; 


(1) для Е = (1) ЕС" (U, 6) пусть 
15 |zem: —2. If, отпор: 


При этом нормы [; и [;, вычисляются относительно карты 
(UN, гр, т.е. | 

ee —1 

IFilaun: = [Рро 7’ [12 екир)» 
+ —1 
|1. Iavinvj: Е Гы 2; [ки nu р. 

Коцепи с конечными нормами образуют векторные подпрост- 
ранства Су, (Ц, GC’ (U, 6), 94=0, 1, которые являются гиль- 
бертовыми пространствами. Коциклы из С!,(И, 0) образуют 
замкнутое векторное подпространство, которое обозначается 


21, (И, 6). 


14.5. Пусть У,©И,;,1=1,..., п, — относительно компактные 
открытые подмножества и B=(V ‚)ı <i<n; сокращенно мы это 


/ 
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записываем как B<U. Для каждой коцепи Ё Е СТ (И, 6) имеем . 
| 2203) < oo. Из леммы 14.3 непосредственно следует такое 
утверждение. 


Для всякого => 0 существует замкнутое векторное под- 
пространство А=21, (Ц, 6) конечной коразмерности, такое, что 


Ele < 8182 для всех ЕЕА. 


14.6. Лемма. Густь Х — риманова поверхность и Ц*—ко- 
нечное семейство карт на Х, как в (14.4). Пусть, далее, заданы 
WEB<ZUK<U*. Тогда существует константа С >> 0, такая, 
что: для каждого ЕЕ 2!,(3, 0) существуют элементы GE 
Е21, (Ц, 6) и чЕ С°, (3, 6), такие, что 


max (||, IN) < СЕ. 


Доказательство. (а) Пусть задан &E=(f,,)EZ},(®, 0). Мы 
построим сначала элементы СЕ 21, (И, 6) ичЕС:, (3, 6) еб = 
—=Е-- би над W, не заботясь об оценке. | 

По предложению 12.6, существует коцепь (5;) Е С° (3, @) с 

[y=8;—8; на У; ПУ,. 


Так как 0}, =0, то де; =08, на У, ПУ, и, значит, существует _ 


дифференциальная форма «Е 6" (1) со; = 08, Так как 
|WIE|V|, то найдется функция фЕФ(Х) с 


_Зирр (фе и ФТ. 
Поэтому фо можно рассматривать как элемент © (|1*|). По 
предложению 13.2, существуют функции В; Е © (0%) с 
Ой, =фю на Ц”. 
Так как ди, =0й, на И*ПИ*, то 
Fy:=h,—h,€E6(U;NÜV}). 
Положим &:= (F,,)|U. Так как ÜZU*, то СЕ 21» (И, 6). 

На №; имеем Ой; = фо =®==09,, и, значит, h,—g; голомор- 
фна на W,. Так как, кроме того, h,—g, на М, ограничена, то 
1: = (hg) BECH(W, 0). 

Далее, F,—fy=(h,—g)—(h,—g,) на W,nW,, и, значит, _ 
[-t=6n на DW, 


ne ^^ > 
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(5) Чтобы получить оценку, мы рассмотрим гильбертово 
пространство 


Н:= 21, (Ц, б)х 21, (%, 6)х С°, (№, 6) 
с нормой 
(6, 5, м) [н: = (1 о НИ 8 в НГ у) =”. 
Пусть Се Н есть подпространство | 
L:={(&, & ЕН: б=Е- би над %}. 


Тогда L замкнуто в Н и, значит, само является гильбертовым 
пространством. Согласно части (а), непрерывное линейное 
отображение 


п: [+21 (3, 6), (6, 5 mE 


сюръективно. По теореме Банаха, отображение л открыто 
(см. приложение В, пп. 6, 7), и, значит, существует константа 
C>0, такая, что для каждого ЕЕ 71,(%, 6) найдется х = 
= (5, Е, \) ЕД с п(х)=ЁёЁ и |х|н< С] Е]. Эта константа 
удовлетворяет условиям предложения. 


14.7. Лемма. В обозначениях. леммы 14.6, существует ко- 
нечномерное векторное подпространство $< 21 (И, 0) со сле- 
дующим свойством: 


Для каждого EEZ!(Ü, 6) найдутся элементы Е З une 
Е С° (3%, 0), такие, что 
o=E+6n над №. 
Замечание. Лемма означает, что естественное отображение 
сужения 


HU, 6) —+ Н* (%, 6) 
имеет конечномерный образ. | 


Доказательство. Пусть С-—константа из леммы 14.6 и 
ё: = 1/2С. Согласно (14.5), имеется замкнутое векторное под- 
пространство Ас 21, (И, 6) конечной коразмерности, такое, что 


| [св 32182 ana всех BEA. 
Пусть $ есть ортогональное дополнение к А в 21, (И, 0), т. е. 
АФ5$= 171, (И, 0). Пусть задан произвольный 8621 (И, 0). 
Так как <<, то 
(Ele = : М < оо. 
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Согласно (14.6), имеются элементы 6, Е 71, (И, 6) un ЕС‘, (3, 0), 
такие, что 
$ ge: 5 Ar ön, над № 
и |. [20 ЗСМ, | |= SCM. Пусть 
Gebt ЕСА, ES, 


есть ортогональное разложение. 
Теперь мы построим индукцией элементы 


(у Е21,(И, 6), жь Е С', (%, 6), %ЕА, о, ЕЗ 
со следующими свойствами: 
(И бу = ,-1 б\у над 3%, 
(11) Су = &, -- оу, 
(ii) [Сечь < 2-"СМ, иные <2-“СМ. 


Шаг индукции у—у--1. Так как 6, = &, + в, — ортого- 
нальное разложение, то 


Ev ze < [бу [20 S2’CM 
СЕ [сз о < = уе < 2-“еСМ < 2-%-1М. 
По лемме 14.6, существуют элементы бу+1 Е 21, Au, 6) u 
Ma © С/з (5%, 0), такие, что 
бут == Е + бу над 3% 


тах (|| бу+1 |120» | учи Е) < 2-У-1СМ. 


Пусть бу+1= +1 бу, бу: EA, Oy+ı ES, есть ортогональ- 
ное разложение. Тем самым шаг индукции сделан. 

Объединяя равенство 5, =ё--б\, с равенствами (1) и (ii) 
до v=k, мы получаем, что | 


| k р 
(+) + Io=t+0( 3m) над %. 
Из (ii) и (iii) следует, что | 

max (| &,, |200, |ov zw, | Му Lean) S2"’CM. 
Поэтому lim Ё, =0Ои ряды 


и, значит 


8 


0:= 20, 65, 


= т» ест (35, 6) 
сходятся, Ввиду (#), 0=&+Ö6n над 3%, ч. т. д, 
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Замечание. Используя более сильные средства функцио- 
нального анализа, доказательство можно было бы провести 
короче (см. доказательство предложения 29.13). 


14.8. Пусть Х — топологическое пространство, УеХ — от- 


крытое подмножество и $ — пучок абелевых групп на X. Для 


каждого открытого покрытия Ü=(U,);er пространства X се- 
мейство ППУ: = (И; ПУ): с: является открытым покрытием У 
и имеет место естественное отображение сужения ZI (U, F)— 
—> 21 (ЦПУ, $), индуцирующее гомоморфизм Н*(И, F)— 
—> Н! (И ПУ, 9). Эти гомоморфизмы по всем И порождают 
гомоморфизм сужения 

Н*(Х, 9) > AHV, 9). 


Ясно, что для открытых множеств YCY’CX гомоморфизм 
Н*(Х, 4) — Н* (У, 9) является композицией гомоморфизмов 


Н\(Х, FH, 9) и ВЕ(У', 9)» НЕЦУ, 9). 


14.9. Предложение. Пусть Х—риманова поверхность и 
У, ЕУ,сХрЫ— ее открытые подмножества. Тогда гомоморфизм 


сужения 
MY, 6) — Н*(Уь, 6) 
имеет конечномерный образ. 


Доказательство. Существует конечное семейство карт 
(Uf, 2; 1 <<" на X и относительно компактные открытые под- 
множества И, ЕТУ; Е И, © ИТ со следующими свойствами: 


se ви, = А < =UU;CY,, 


i=1 
(ii) Bce N 2;(U ,), 2;,(W,) суть круги в С. 


Пусть Ц: = (U Jıeien, ®:= (W ‚)ı<icn. По лемме 14.7 отобра- 
жение сужения Я! (Ц, 6)— Н! (33, 0) имеет конечномерный 
образ. По предложению 13.4, Н'(И;, 6) = Н*(М,, 6) =0, и, 
значит, по теореме Лере 12. 8 НЕМ; 6)—H! (У”, 0) и 
HB, 6)=H4r’, 6). Так как отображение сужения НУ ,, 6) — 
— H!(Y,, 6) разлагается в 


RI. OHR NH 0), 
то из этого следует утверждение предложения. 


14.10. Следствие. Для всякой компактной римановой поверх- 


ности Х имеем 
dim H!(X, 0) < ®. 


Доказательство. Так как Х компактна, то в предыдущем 
предложении можно взять У, =У, =. 
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14.11. Определение. Для компактной ›римановой поверх- 

ности Х число 
с: = dim Н* (X, 6) 
называется родом поверхности Х. 

По предложению 13.5, риманова числовая сфера P, имеет 
род нуль. 

14.12. Предложение. /Густь Х — риманова поверхность’ и 
УЕ X — относительно компактное открытое подмножество. 
Тогда для каждой точки аЕ У существует мероморфная функ- 
ция [ЕЙ (У), которая в а имеет полюс, а в У `\ {а} голо- 
морфна. 


Доказательство. По предложению 14.9, 
Е : = dim Im (MT! (X, 6) — A!(Y, 6)) < с. 


Пусть (U i» 2)—координатная окрестность а с 2(a)=0. Поло- 
жим U,:= X `` fa}. Тогда И = un U,) есть открытое покры- 


тие Х. "Голоморфные в О, ПО, =0(, \ {a} функции 27/7 опре- 
деляют коциклы 
ЕЛИ ЕТ 


"Tax как dim Im (A! (Ц, 6) —+ Н* (И ПУ, 6)) < Е-- 1, то коцик- 
лы 6,|УЕ2' (И ПУ, 6), 1<]<Е--1, по модулю кограниц 
Aunepno зависимы, и, значит, существуют комплексные числа 

., Сьз He все равные нулю, и коцепь n=(f,, [.)Е 
ес: (ЦПУ, 0), такие, что 


со... сь1бь+т=0\ относительно UNY, 


k+l 


Ув =Ь-В ma И, ПО,ПУ. 
is 


Поэтому существует функция FEc#(Y), которая в И: ПУ coB- 


падает с 
R+l 


fi+ Zr. 


aBU, пу YN {а} равна ны Это и есть искомая функция. 


14.13. Следствие. Пусть Х — компактная риманова поверх- 
ность и а, ..., а,-—-попарно различные точки на X. Тогда 
NA произвольно заданных комплексных чисел с, .... СЕ С 
найдется мероморфная функция FEH(X) с (а) =с, для 
Е. 9 


Доказательство. По предложению 14.12, примененному 
к У=А, для каждой пары it | найдется функция f,;€& (Х), 
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которая в а; имеет полюс, а в а; голоморфна. Тогда для 
функции 


Be ААС 
аи er 
имеем 8;; I и g;,(a,)=0. Функции 


= Lg}, RR 


j#i 


EM(A) 


удовлетворяют условию 1; (а;) =0;,, и, значит. 
п 
f:= ch, 
i=1 


является решением нашей задачи. 

Мы докажем сейчас еще несколько следствий из теоремы 
конечности для некомпактных римановых поверхностей; чита- 
тель, которого интересуют только компактные поверхности, 
может их пропустить. 


14.14. Следствие. Пусть У — относительно компактное 
открытое подмножество некомпактной римановой поверхно- 
сти X. Тогда существует голоморфная функция Ё Y—C, 
отличная от константы на каждой связной компоненте мно- 
жества У. 


Доказательство. Выберем область У; так, что У СУ, ЕХ, 
а также точку аЕ У’, \ У (поскольку Х не компактна и связна, 
у, \У непусто). Теперь применим предложение 14.12 к У; 
и точке а. 


14.15, Предложение. /Тусть Х — некомпактная риманова 
поверхность и УЕУ'с Х —ее открытые подмножества. Тогда 


Im (Е: (У, 6) — Hı(Y, 6))=0 


Доказательство. По предложению 14.9, мы знаем зара- 
нее, что 


L:= Im (A! (Y’, 6) — Н+ (У, 6)) 


есть конечномерное векторное пространство. ICH ЕЕ 

ЕН! (У’, б)—классы когомологий, сужение которых на 5 
порождает векторное пространство Г. Согласно (14. 14), МЫ 
выберем функцию бы уг непостоянную ни на одной связ- 
ной компоненте в У’ Так как Н!'(У’, 0) естественным обра- 
зом является модулем над Ö(Y’), то определены произведения 
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Е.Е H!(Y’, 6). Согласно выбору E,, существуют константы 
с/ц Е С, такие, что 


(1) Е, = 2% Oyu&u на У Me: vol, sign, 
и= 


Положим 
Е : = det (буи — Сун) <, u<n- 


Тогда Ё—голоморфная функция на У’, отличная от тождест- 
венного нуля на каждой связной компоненте в У”. 
Из (1) следует, что 


(2) F,|Y=0 ma v=l, ....,n. 


Любой класс когомологий GE Н!(У’, 6) можно представить 
некоторым коциклом (F;,)EZ (U, 0), где И=(И;):ег— такое 
открытое покрытие У’, что в каждом U, содержится не более 
одного нуля функции Р. Таким образом, для 152] имеем 
ЕО; ПО, Е б* (И: ПИ). Поэтому существует коцикл (g,,)€ 
Е21 (И, 6) с },=РЕв,,. Пусть Е Е.Н" (У’, 6) есть класс кого- 

мологий для (5;;). Тогда &=FE. Поэтому из (2) следует, что 
Е - 


14.16. Следствие. Пусть X — некомпактная риманова по- 
верхность u УЕУ'с<Хр—ее открытые подмножества. Тогда 
для всякой дифференциальной формы «Е Ф* (У’) найдется 


функция [ES (У), такая, что Дф=®|У. 


Доказательство. По предложению 13.2, эта проблема ло- 
кально разрешима, и, значит, существуют открытое покрытие 
U=(U,)ieı множества У’ и функции ЕФ(И}) с д: =] Ц, 
Разности [,—/, голоморфны на U,NU, и, таким образом, 
определяют коцикл из 21 (И, 6). Согласно (14.15), этот коцикл 
разрешим над У, и, значит, существуют голоморфные функ- 
ЦИИ g;e6(U,nY) с 


h—h,=8—8g, на О; ПИ, ПУ. 


Поэтому существует функция {Е © (У), такая, что 
f=f,—g,;, на U,NY для всех ieEl. 


Функция ] является решением уравнения öf=oj|Y, Ч. ТД. 


Замечание. Утверждения 14.15 и 14,16 мы дополним в пред- 
ложениях 25.6 и 26.1, | 
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$ 15. Точная последовательность 
КОГОоМОлОгий 


В этом параграфе мы обсуждаем понятия гомоморфизмов пуч- 
ков, точных последовательностей пучков и точной последова- 
тельности когомологий, которая соответствует короткой точ- 
ной последовательности пучков и дает средство для вычисле- 
ния групп когомологий или сведения их к другим группам. 


15.1. Определение. Пусть 5 и $— пучки абелевых групп 
над топологическим пространством X. Гомоморфизм пучков с: 
6; —%$ есть семейство гомоморфизмов групп 


au: F(U)—%$(U), U открыто BX, 


согласованное с отображениями сужения, т. е. такое, что для 
всякой пары открытых множеств U, Ух с УсИ коммута- 
тивна диаграмма 


я (И) — 3$ (И) 


отображение | 2 | RER 
сужения 
$ (У) -— (У) 


Если все о, — изоморфизмы, то % называется изоморфизмом. 
Аналогично определяется гомоморфизм пучков векторных 
пространств. 
Часто мы пишем кратко ©: $ (И) -+%(И) вместо чи: 
$ (0) —$(0). 


15.2. Примеры. (а) Пусть &, ©®, ©’ — соответственно 
пучки дифференцируемых функций, дифференциальных форм 
первого и второго порядков на римановой поверхности Х. 
_ Внешний дифференциал 4 на функциях, соотв. на дифферен- 

циальных формах, порождает гомоморфизмы пучков 


4: @—-@%, 4: E® — E% 
и аналогично для операторов д и 0. 


(5) На римановой поверхности X естественные включения 
б-—-©, Co, ZIG, A— EN" и т. д. являются гомомор- 
физмами пучков. 


(с) Ha римановой поверхности X гомоморфизм пучков 
ex: 6—6* пучка голоморфных функций в мультипликатив- 
ный пучок голоморфных функций со значениями в С* опре- 
деляется следующим образом: для открытых подмножеств UCX 
и /Еб(И) полагают ехи ([) : = exp (2nif), 
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15.3. Ядро гомоморфизма пучков. Пусть & 9% —+9% есть 
гомоморфизм пучков на топологическом пространстве Х. Для 
открытых UCXÄ пусть 


% (И) := Кег (Я (И) — $ (0). 


Семейство {%(И)} вместе с индуцируемыми из пучка & гомо- 
морфизмами сужений образует, как легко проверить, тоже 
пучок, который называется ядром отображения & и обозна- 
чается 9 = Кега. 


Примеры. На римановой поверхности имеем: 


(а) б= Кег (@ — 61) (см. (9.1); 

(5) Q=Ker(E17 LE®) (cm. (9.16)); 

(<) Z=Ker(6 “% 6*) (м. (15.29). 

15.4. Замечание. Если для гомоморфизма пучков ©: % —% 
на топологическом пространстве Х определить семейство 

8 (0): = Im ($ (U) ,$(U)) ana U, открытых в X, 


то получится предпучок , который, вообще говоря, не удов- 
летворяет второй аксиоме пучка. В качестве примера рас- 
смотрим гомоморфизм пучков 


ex: 6—6*, fr>exp (2nif) 
над пространством С*. Пусть U,=C*HNR_ и U,=C*NR,. 


Пусть элементы f„E6*(U,) определяются условием [, (2) =г 
для всех zEU, (Е =1, 2). Так как U, односвязны, TO 


Е Im (6(U,) > 6* (U). 
Кроме того, f,|U,NU,=f,|U,NÜU,. Однако не существует 
ГЕ Im (6 (C*) — 6* (С*)) 


с f|U,=f,, так как функция 2н>2 на С* не имеет однознач- 
ного логарифма. 


15.5. Точные последовательности. Гомоморфизм пучков ©: 
9 —% на топологическом пространстве X индуцирует для 
каждого ХЕХ гомоморфизмы слоев 


au: 9—9... 


& В 
Последовательность гомоморфизмов IIy4YKOB F—%—% назы- 
вается точной, когда для каждого хЕ X точна последователь- 


Е р РАЯ 
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НОСТЬ 
х Вх 
Ре me 5х АЛИ 


т. е. Kerß,= Ime,. Последовательность 


Ол 02 ип—1 


Fi F,—..—JF,„- ii IF m И 5, 
гомоморфизмов пучков называется точной, если для всех 


“в +1 
|] << и— 2 точны последовательности FF, — 9,1 —-—> Фу. 
Гомоморфизм пучков ©: F — $ называется мономорфизмом, 


& 
если точна последовательность O—F —%, и эпиморфизмом, 
[92 
если точна последовательность FF —%—0. 


15.6. Лемма. Если а: 9 —% есть мономорфизм пучков 
на топологическом пространстве X, то для всякого открытого 
подмножества UCX отображение чи: $ (ЦИ) —%(И) under- 
тивно. 


Доказательство. Пусть FEF (U) и au (Р=0. Так как &,: 
F,.—6, для каждого хЕ U инъективно, то для каждого ХЕ Ц 
найдется открытая окрестность У.=И с НУ, =0. По первой 
аксиоме пучка отсюда следует, что [=0. 


15.7. Замечание, Если ©: 9 —+% есть эпиморфизм пучков, 
то не обязательно для каждого открытого множества И=Х 
отображение 0: F (U)—%$(U) сюръективно. Это показывает 
пример рассмотренного в (15.4) гомоморфизма пучков ех: 
6—6*. Для каждого x отображение ex: Ö,— 0; сюръективно, 
так как локально всякая не обращающаяся в нуль функция 
обладает логарифмом, однако отображение ex: 0 (С*) + 0* (С*) 
‘не сюръективно. 


a В 
15.8. Лемма. Если OF —9-— 9 есть точная последо- 
вательность пучков на топологическом пространстве Х, то 
для всякого открытого множества И < Х точна nocnedosamenp- 
ность 


KEINEN KU), 


Доказательство. (a) Точность последовательности 0— 


—9(0)-,3 (0) доказана в (15.6). 

(5) ImacKerß. Пусть [EFF (U) и в:=а (|. Так как для 
всякой ХЕИ последовательность слоев FF. —%,— 7, точна, 
то каждая точка xE U обладает окрестностью V,CU, такой, 
что В(5)|У,„=0., Из первой аксиомы пучка следует поэтому, 


что В (5) =0. 
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(с) Для доказательства включения Кего< ПпВ возьмем эле- 
мент gEY(U) с В(5)=0. Так как для всякой xE U имеем 
Kerß,= Imo,, то существует открытое покрытие (V,)ier MHO- 
жества U и элементы F;EF (И;) с a(f)=g|V,;, для всех 1ЕГ. 
Тогда на пересечениях У; ПУ, имеем & (7; — К) =0. Согласно 
(15.6), отсюда следует, что р —=/, на У, ПУ, По второй аксиоме 
пучка, найдется элемент ЕЯ (0) С НИ, = для всех ЕЕ [. 
Так как a (f)|V,=a(f|V,)=g|V,, то из первой аксиомы пучка, 
примененной к пучку 9%, следует, что a (Г) = в, ч. т. д. 


15.9. Примеры. Приведем несколько примеров коротких 
точных последовательностей пучков 


0—9. —=9—9/ —0 
на римановой поверхности Х. 
(а) >>. 


Здесь 6 — © — естественное включение. Точность следует из 
леммы Дольбо (13.2). 


а 
(5) Пусть 2 := Кег (© —&®) —пучок замкнутых диффе- 
ренциальных форм. Последовательность 


RE BR РУ 


точна. Отображение d: & — Z эпиморфно, потому что локально 
всякая замкнутая дифференциальная форма точна, см. (10.4). 


(с) 0005930, 


Эта точная последовательность является голоморфным анало- 
TOM последовательности (b). 


d 
(4) Так как © = Кег (61 — ©”), то для доказательства 
точности последовательности 
4 
0—0 — 6: — ER? —0O 


надо лишь показать, что 4: &’— &% —эпиморфизм. Отно- 
сительно локальной карты (U, 2) 


а(р4г) = de лаг. 


Поэтому для всякого открытого множества Ус 0, такого, что 
z(V)CC—xpyr, из леммы’ Дольбо (13. A получается, что d: 
6'”° (У) —©®’(У) сюръективно. Поэтому 4: ©’ — 65” сюръек- 
тивно для каждой точки аЕХ. 

(е) Из (15.3c) и замечания 15.7 следует точность последо- 
вательности 


0-,7—0— 0—0, 


ee 
.. 
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15.10. Гомоморфизм пучков &: $ —$ на топологическом 
пространстве Х индуцирует гомоморфизмы 
ad: H(X,F)—H’(X, 9), 
at: M(X,F)—H!(X,$). . 
Гомоморфизм ©’ есть не что иное, как отображение dx: 


F(X)—3$(X). Гомоморфизм @а получается так. Пусть И = 
= (U ‚)ieı—OTKPpbIToe покрытие X. Отображение 


и: AU, FJ)-CAN $) 
сопоставляет коцепи &8=(f,,)ECH(U, F) коцепь 
сии (8) : == (% (Ё,)) Е С (И, SH. 
При этом коциклы переходят в коциклы, кограницы— в KO- 
границы и тем самым индуцируется гомоморфизм 
= %r: Н* (Ц, $) — HM, $). 
Набор {au}, где И пробегает все открытые покрытия X, инду- 
цирует гомоморфизм at, 
15.11. Связывающий гомоморфизм. Пусть задана точная 
последовательность пучков 
0 
на топологическом пространстве Х. Мы определяем «связы- 
вающий» гомоморфизм 
6*: Н°(Х, %) —+ Н\(Х, 9) 
следующим образом. Пусть 
ПЕН°(Х, 7) = (Х). 
Так как все гомоморфизмы В,: 9,—>Я, сюръективны, TO 
существуют открытое покрытие ÜM=(U ‚);er пространства X и 
коцепь (5;) Е С° (И, $), такие, что 
(1) P(lg)=h|U, для всех iEl. 
Поэтому над U,NÜU, имеем B(g,—g,)=0. По лемме 15.8, 
существуют /;, Ех (ЦИ; ПИ) с 
(2) % ([;,) =8,— 8. 
Так как над U,NU,NU, выполняется &({/-Н»—Нь)=0, 
то из (15.6) следует, что f,+lr=lm Т. ©. 
(ЛЕРА (И, A). 
Пусть теперь Ö*he H!(X, 9) есть класс когомологий, представ- 


ляемый коциклом (f,,). Легко проверить, что это определение 
не зависит от выбора различных допустимых коцепей, 


$15. ТОЧНАЯ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЬ КОГОМОЛОГИЙ 129 


15.12. Предложение, Пусть X — топологическое простран- 
ство и | 


О. 0 


есть точная последовательность пучков на Х. Тогда ао 
рованная последовательность групп когомологий 


0— Н®(Х, 5) — НХ, HK, %) > 
I НЕХ, 8) > НЕХ, $ НЕХ, ® 
тоже точна. 


Доказательство. (а) Точность в членах Н*(Х, 9) и Н®(Х, 9) 
следует из леммы 15.8. 

(b) Imß’cKer ö*. Пусть Е Н*®(Х, $) и й:=В (5). В кон- 
струкции для Ö*h, описанной в (15.11), можно взять g,=g|U.. 
Тогда f,,=0 и, значит, 0*й =0. 

(с) Ker ö*c ПпрВ°. Пусть h € Ker 6*. В обозначениях из (15.11) 
ö*h представляется коциклом (/,,) Е 2' (Ц, 9). Так как 6*й =0, 
то существует коцепь (/;) Е С° (И, 9) с },=р— | над Ч; ПЦ,. 
Положим g,:=g,;—0(],); тогда из  ([,,) = —=g,—8, следует, что 
g;= с, над U,NU,. Таким образом, &; соединяются в один 
глобальный лемент geH’(X, 9). Над U, имеем В (8) = 
=В (=) =В (а, —< (}1)) =В (в) =, т. е. ВЕ ПВ. 

(4) ГПпб*с Кегой. Это включение следует из соотношения 
(2) в (15.11). 

(е) KeratcImö*. Пусть &ЕКего’ представляется коцик- 
лом (ЕР (И, 4). Так как ©! (&) =0, то найдется коцепь 
(2) ЕС’ (И, 9) са (1!) =&,—8: над U,NU,. Отсюда следует, что 


ны ([и;)) =В(8)—вВ (8;) над U,NnU,. 


Поэтому существует ‘ВЕ (Х) = Н°(Х, и с AlU,=ß(g,). 
Из конструкции в (15.11) видно, что 0*й = 

(К Ima!cKerß!. Это следует из того, что последователь- 
HOCTb | 


(ИИ (ПИ) (ИПЦ) 


точна согласно (15.8). 

(5) КегР' <: по’. Пусть чЕКегВ' представляется коцик- 
лом (&;;) Е 2' (1,9), где И=(И ге. Тогда имеется коцепь 
(п) Е С° (и. 9%) с Blg,)=h;—h,. Для каждой хЕХ выберем 
xelc xEU,.. Так как в: 9 HK, сюръективно, TO суще- 
ствуют открытая окрестность Un точки X и элемент 


9. Е9(У,) с В(5,)=В-.|У,. Пусть %=(У хех и 2, = 


5 № 442 
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= бт», | ",ПУ,. Тогда (ху) Е 21 (3, 9) есть коцикл, который 
также представляет класс когомологий п. Пусть %,,:= gr, — 
— g,+8;. Коцикл (ф,,) когомологичен (g,,) и еще В (ф,,)=0. 
Таким образом, существует },, Е & (У, ПУ,) са (7,,)=\,у. Так 
как отображение | BE 

о: #(V,NnV,nV)—$(,nV,nV,) 


согласно (15.6), инъективно, то (/,,) Е 2' (3%, 9). Для класса 
когомологий GE Н' (Х, 9) коцикла (f,,) тогда имеем ол (&) =". . 
Этим предложение 15.12 доказано. 


15.13. Предложение. Пусть O—# а 0 есть 
точная последовательность пучков на топологическом простран- 
стве X с H!(X, $) =0. Тогда 


Н\(Х, 9) = (Х)/В$ (X). 


Доказательство. Так как H!(X, 9%) =0, то из предложе- 
ния 15.12 получается точная последовательность 


(НХ, #0. 


‚ Из этого и следует утверждение. 


Для некоторых применений важно иметь явное описание 
изоморфизма 


Ф: H(X, FH (Х)/В$ (Х). 


По лемме 15.8, мы можем предполагать, что $ = КегВ и ©: 
$ —% есть включение. 

Пусть EEH!(X, 9)— класс когомологий, представляемый 
коциклом ({;;) Е 2' (И, 9)=2' (Ц, $). Так как Н'" (И, 9) =0, то 
существует коцепь (&;) Е С° (Ц, 9) с f,;,=g;—g, над U,NU,. 
Так как ß(f,,))=0, то В (5;) и В(5,;) совпадают над Ц; ПИ, и, 
значит, объединяются в один глобальный элемент ВЕ (Х). 
Тогда Ф (&) есть класс вычетов элемента А по модулю ВЯ (Х). 
То, что таким образом описываемое отображение Ф является 


обратным к изоморфизму 9 (Х)/В$ (X) — H! (X, 9), следует из 
пункта (е) доказательства (15.12). 


15.14. Теорема Дольбо. На всякой римановой поверхности 
Х имеют место изоморфизмы 

(а) H1(X, 6) = 6% (X)/06 (X); 

(6) THX, DM) = 6 (Х)/аф"® (X). 

Ввиду соотношения Н'(Х, E"!)=H!(X, ©?) =0 и предло- 


жения 15.13, это следует из точных последовательностей 
(15.9а) и (15.94). | 
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7; 


Замечание. Предложение 13.4 является частным случаем 
теоремы Дольбо. 


15.15. Группа де Рама, На римановой поверхности Х вся- 
кая точная дифференциальная форма замкнута, но не всякая 
замкнутая дифференциальная форма точна. Поэтому рассмат- 
ривается факторгруппа 


Кег (6% (N ER (X) 
EEE) 
Im (@ (Х) — E® (X) 


замкнутых дифференциальных форм по модулю точных форм. 
Две замкнутые дифференциальные формы, которые определяют 
один и тот же элемент в Rh!(X) (и разность которых, таким 
образом, точна), называются когомологичными. 

Группа Rh!(X) называется первой группой де Рама по- 
верхности X. Равенство Rh! (Х) =0 имеет место тогда и только 
тогда, когда всякая замкнутая дифференциальная форма 
VER" er обладает первообразной функцией. Согласно (10.7), 
КВ! (Х) =0, если X односвязна. 


Rh! (Х) : = 


Теорема де Рама. На всякой римановой поверхности Х 
Н\(Х, С) = В (Х). 


Это следует, с учетом (15.13), из точной последовательно- 
сти (15.95). Предложение 12.7(а) является частным случаем 
теоремы де Рама. 


Замечание. Доказанные здесь только для римановых по- 
верхностей, теоремы де Рама и Дольбо справедливы в общей 
форме для дифференцируемых, соотв. комплексных многооб- 
разий произвольной размерности. По этим вопросам мы отсы- 
лаем читателя к учебникам по теории функций многих ком- 
плексных переменных, например [30]— [34]. Систематическое 
введение в теорию пучков и когомологий, из которой в $ 6, 
12 и 15 изложены лишь простейшие основные понятия, чита- 
тель найдет в [42]. 


$ 16. Теорема Римана— Poxa 


Теорема Римана —Роха является центральной теоремой в тео- 
рии компактных римановых поверхностей. Грубо говоря, это 
есть утверждение о числе линейно независимых мероморфных 
функций, у которых полярные ee подчинены неко- 
торым ограничениям, 


5% 
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16.1; Дивизоры. Пусть Х — риманова поверхность. Дивизор. 
на Х есть отображение 


D: X —Z, 


такое, что для всякого компактного подмножества KCX cy- 
ществует лишь конечное число точек хЕК с ВР (х) 520. 
Относительно сложения множество всех дивизоров на Х 
образует абелеву группу, которая обозначается Div(Ä). 
В Div (X) вводится частичное упорядочение. Для D, D’EDiv (X) 
полагают р <”, если О (х) <)’ (х) для всех хЕХ. 


16.2. Дивизоры мероморфных функций и дифференциальных 
форм. Пусть Х —риманова поверхность и У — открытое под- 
множество в X. Для мероморфной функции [Е 4 (У) и точки 
аЕУ положим 


0, если f в а голоморфна и не равна 0, 
к, если | ва имеет нуль k-To порядка, 
— А, если } в а имеет полюс А-го порядка, 

со, если | ==0 в некоторой окрестности а. 


ord, (N := 


Таким образом, для мероморфной функции [Е «А (Х)\\ {0} ото- 
бражение х-> ога, (Г) является дивизором на X, который 
называется дивизором функции f и обозначается (N. 

Функция f называется кратной дивизору О, если ()>D 
{ голоморфна тогда и только тогда, когда (р) >0. 

Для мероморфной дифференциальной формы ФЕ? (У) 
порядок в точке аЕУ вводится следующим образом. 

Выбирается координатная окрестность (U, zZ) точки а, 
в ОПУ форма ® записывается как @=fdz и по определению 
полагается ог, (@) = ога, (1). Для дифференциальной формы 
© Е от (KIN 10} отображение х--> ог ‚ (©) опять является ди- 
визором на Х, который обозначается (<). 

Для |, Е (Х)\\ {0} и фЕ о (Х)\ {0} имеют место соот- 
ношения 


и9=Ф-+®, (+)--M. 
(1) = (В +). 


Дивизор DEDIv(X) называется главным дивизором, когда 
существует функция [Е И (Х)\\ {0}, такая, что В = (1). Два. 
дивизора D, D’ EDiv(X) называются эквивалентными, когда 
их разность есть главный дивизор. 

Каноническим дивизором называется дивизор (®) мероморф- 
ной дифференциальной формы ®Е о“ (Х)\\ 40}. Любые два 
канонических дивизора @,, @&, Е о (Х)\\ {0} эквивалентны, 
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так как существует функция FEcH(X)N{0}, для которой 
0,=/®, и, значит, (0,)— (6,) = | 


16.3. Степень дивизора. Пусть теперь X —компактная ри- 
манова поверхность. Тогда для каждого DEDIvV(X) имеем 
р (х)==0 лишь для конечного числа xE X. Поэтому можно 
определить степень 

deg: Div(X)—Z, 
полагая 


degD:= Dix). 
ХЕХ 


Отображение deg является гомоморфизмом групп. Для глав- 
ного дивизора (f). на компактной римановой поверхности X 
имеем (еб (}) =0, так как мероморфная на X функция имеет 
столько же нулей, сколько и полюсов. Поэтому эквивалент- 
ные дивизоры имеют ‘одинаковую степень. 


16.4. Пучки 0ь. Пусть р — дивизор на римановой поверх- 
ности X. Для открытого множества UC X пусть бь (И) состоит 
из всех ee функций в U, кратных дивизору —D, 
3%, 


6p(U):= {Е (И): ога, ({) > — Dix) для всех хЕЦ}. 


Вместе с естественными отображениями сужения 0, является 
пучком. В частности,, для нулевого дивизора ДР ==0 имеем 


6, =6. 


Если О, D’EDiv (X) —эквивалентные дивизоры, то пучки 
Обри 0ь: изоморфны. Изоморфизм получается следующим обра- 
зом. Пусть фЕ 4 (Х)\ {0} такова, что D—D’=(Y). Тогда 
гомоморфизм пучков 


бр —* 60, =>, 
индуцируемый умножением на \р, является изоморфизмом. 


16.5. Предложение. Пусть Х — компактная риманова по- 
верхность и DeEDiv(X)—Oususop с degD<O. Тогда 
Н*(Х, 65) =0. 


Доказательство. ee что существует / € H°(X,6),). 
f#0. Тогда ()>—D и, значит, 


ед (7) > — 4её В > 0. 
Но это противоречит тому, что deg (7) =0 


16,6. Пучки 92,. Пусть р и О’— два дивизора на рима- 
новой поверхности X, причем 2 < 0’. Для всякого открытого 
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множества UcCX тогда бь(И)<бь, (U) и тем самым определен 
естественный мономорфизм пучков бь—+ бь.. 

Пусть хЕХ— некоторая точка, (U, г) — ее координатная 
окрестность с 2(х)=0 u KR: —-D(x), k':=D'(&). Слой: 6, , 
состоит из всех ростков мероморфных функций | B X, у KOTO- 
рых разложение Лорана имеет следующий вид: 


[es] 
Da Ru 
=-k 
Аналогично определяется слой бр», x. Поэтому фактор Öp-, x/Ön,x 
является С-векторным пространством размерности А’ —^. Вся- 
кий элемент из Öp-,x/ÖnD, x (при заданной локальной коорди- 
нате 2) можно однозначно представить в виде суммы 
5-1 


>, су2”, eh, 


v=-k 
cyD 
Мы определяем пучок Яр., полагая 
98, (0):= ]] 6». „/бь.х для U, открытых в X, 
ХЕЦ 


с естественными отображениями сужений. Обе аксиомы пучка 
тривиально выполняются. 

Для всякого открытого множества UcX с р] И=р’|( 
имеем 92, (И) =0. Отсюда следует, что HB. х=0 для, всех 
ХЕХ, таких, что D(x)=D’(x). В общем случае 95, ‚= 
— бр. х/бр, x. Определен канонический эпиморфизм пучков 
бр. —>98,, ядро которого есть Öp; таким образом, мы имеем 
точную последовательность пучков 


(+) 0 —, бь —+ бь. — 95, —>0. 
16.7. Лемма. В принятых выше обозначениях, 
H!(X, #5) =0 
Если Х компактна, то, кроме того, 
dim H° (X, 95.) = дез О’ — дез р. 


Доказательство. Пусть S есть множество всех точек хЕХ, 
для которых D (x) == О’ (x). Множество S замкнуто и дискретно. 


(а) Пусть EEH!(X, #5,)—класс когомологий, который 
представляется некоторым коциклом из ZI(U, 95). Покрытие 
И обладает измельчением 5 = (ИУз)авл CO следующим СВОЙСТВОМ: 
в каждом У» содержится не более одной точки множества $. 
Тогда для aß имеем 92, (У„ПУв)=0 и, значит, 21 (3, #2,)=0. 
Отсюда следует, что =, 
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(b) Если X компактна, то $ конечно0и = 
dim A° (X, 73.) = dim H Öpr, «/6D, $ = 
ХЕЗ 


= 30 ()—D (x))=degD’—degD. 


Из точной последовательности когомологий, соответствую- 
щей последовательности пучков (+), вытекает такое следствие. 


16.8. Следствие. /Густь aka риманова поверхность и 
р—<”— два дивизора на X. Тогда имеет место точная по- 
следовательность 

0—H°(X, 65) —* Н°(Х, бь,) — Н°(Х, 5.) — 
— H! (X, 65) — MH! (X, 60) —0. 


16.9. Теорема Римана — Роха. Для всякого дивизора D на 
компактной римановой поверхности Х рода g векторные про- 
странства H°(X, 6ь) и H!(X, 6,) конечномерны и 


dim Н®(Х, бр) —dim Н*(Х, бр) =1—в-- 4ев р. 


Доказательство. (а) Утверждение справедливо для диви- 
зора О =0. В самом деле, Н*®(Х, 0) =б(Х) состоит только из 
постоянных функций и, таким образом, dimA’(X, 0)=1, а 
dim Я? (Х, 0) =5 по определению. hr 

(b) Пусть D<D’—ısa дивизора Ha X и для одного из 
них справедливо утверждение теоремы ` Римана — Роха. Мы 
расщепляем точную последовательность из (16.8) на две ко- 
роткие точные последовательности. Пусть 

Ур, := Im (H° (X, 60.) — Н°(Х, 95,)), 
W3.:= H’(X, KB,)/V3.. 
Тогда dim Уд, +dim №2, = deg О’ —deg D и последовательности 


0— Н®(Х, 6.) — Н°(Х, 60) — 25, —>0, 
0—W3,—H!(X, 05) — H! (X, 60.) —0 


точны. Из этого следует, что все введенные здесь пространства 
конечномерны и выполняются следующие соотношения для 
размерностей: 

dim Н°(Х, бр.) = dim Н°(Х, 6,) + dimV3,, 

ат H!(X, 6,) = dim H* (X, бр’) +dim W3.. 
Складывая эти равенства, получаем, что 
dim H° (X, 69.) — а A" (X, 69) — дез О’ = 

= dim H’(X, 6) — dim AM! (X, 6,)—degD. 
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_Из этого следует, что если формула Римана — Роха справед- 
лива для одного из двух дивизоров р < р”, то она справед- 
лива и для другого. Таким образом, согласно (а), теорема 
верна для всякого дивизора О’>0. Если Р — произвольный 
дивизор, то найдется дивизор D’cD’>0uD’>D. Поэтому 
теорема справедлива для произвольного D, ч. т. д. 


16.10. Введем обозначение 
i(D) := dim AH! (X, 6)). 


С этим обозначением теорему Римана —Роха можно записать 
в виде 


dim Н®(Х, 6,)=1—g+degD-+i(D). 


В (17.16) мы докажем, что i(D)=0, если degD > 2g—2. 
В любом случае i(D) > 0 и, таким образом, получается оценка 
снизу на dim Н® (X, 6)). 

Из предложения 16.5 следует, что. 


i(D)=g—1—degD, если 4её р <0. 


16.11. Предложение. Пусть Х — компактная риманова по- 
верхность рода и а— точка на X. Тогда существует непосто- 
янная мероморфная функция | na X, которая в а имеет полюс 
порядка < 6-1, а в остальном голоморфна. 


Доказательство. Пусть D: X—Z есть дивизор с ДО (а) = 
=g+1uD(x)=0 для ха. По теореме Римана — Роха, 


dim Н®(Х, 6,)>1—g-+degD=2. 


Таким образом, существует непостоянная функция [Е Н°(Х, OD). 
Эта функция удовлетворяет указанным условиям. 


16.12. Следствие. Для всякой римановой поверхности Х 
рода в существует не более чем (5 - )-листное голоморфное 
накрывающее отображение |: X“ —P,. 


Доказательство. Согласно предложению 4.24, такое накры- 
вающее отображение осуществляет функция [ из предложе- 
ния 16.11, так как значение со принимается ею с кратностью 
к &-- 1. 


16.13. Следствие. Всякая риманова поверхность рода нуль 
изоморфна римановой числовой сфере. 

Это следует из того, что однолистное накрытие является 
биголоморфным отображением, 


- 
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$ 17. Теорема двойственности Серра 


Теорема двойственности Серра дает более простую интерпре- 
тацию групп когомологий Н'(Х, 6)) при помощи дифферен- 
циальных форм. Оказывается, что dim Н' (Х, бь) равна мак- 
симальному числу линейно независимых мероморфных диффе- 
ренциальных форм, кратных дивизору D. В качестве следствия 
из теоремы двойственности мы доказываем, в частности, фор- 
мулу Римана — Гурвица, по которой можно вычислить род 
накрытия через число листов и порядок разветвления. | 


17.1. Определение линейной формы Кез: Н!(Х, 9) + С. 
Пусть Х —компактная риманова поверхность. Согласно (15.14), 
точная последовательность 


0—9“ 8% -,0 


индуцирует изоморфизм M(X, 8) = & (A)/dE'"(X). Пусть 
ЕЕН*(Х, 2) u wEE (Х) — представитель &, соответствующий 
этому изоморфизму. Мы полагаем 


Res (&) := бт \ | 6). 
es 


В силу предложения 10.20, это определение не зависит от 


выбора представителей ©. 


17.2. Системы дифференциальных форм Миттаг-Леффлера. 
Пусть Х —риманова поверхность, о“ —пучок мероморфных 
дифференциальных форм на X и И=(И;); ‚— открытое покры- 
тие X.. Kouenp и = (®;) Е С° (U, с“) называется системой Мит- 
таг-Леффлера, если разности &,—®; голоморфны в И; ПЦИ,, 
т. е. önez! (U, 2). Через [öu]e Ar (X, 2) мы обозначаем класс 
когомологий коцикла би. 

Пусть а— точка в X. Вычет системы Миттаг-Леффлера 

== (&;) в точке а определяется следующим образом: выбирают 
Е с aEU, и полагают 


Res, (u) := Res, (®,). 


Так как для aeU,NU, разность в; —®, голоморфна, то @; и 
@,; ва имеют одинаковый вычет и, таким образом, определе- 
ние не зависит от выбора ЕЕ [. 

Предположим теперь, что риманова поверхность Х ком- 


пактна. Тогда Res, (и) ==0 лишь для конечного числа точек a 


и, значит, можно определить 


Кез (и):= У Res, (в). 
ЕХ 


138 ГЛ. 11. КОМПАКТНЫЕ РИМАНОВЫ ПОВЕРХНОСТИ 


Мы покажем сейчас, как этот вычет связан с определенным 
в (17.1) отображением Кез. 


17.3. Предложение. В принятых выше обозначениях Кез (и) = 


= Кез ([öu]). 


Доказательство. Для вычисления Кез ([6и|) нам надо 
использовать явную конструкцию изоморфизма Н\(Х,. ©) = 
= 6° (Х)/46"”° (Х) (см. 518: 13)). 

Ввиду того что би=(®,—ю) Е 71(И, AEZIU, Er) и 
Н*(Х, &"’)=0, найдется коцепь (0;) Е С°(И, 6*°°) с 


@,—0@;=0,—0; над UN U}. 


Так как d (wo, —@ )=9 (о, —0,)=0, то из этого следует, что 
do,=do, над U,NU,, и, значит, существует глобальная диф- 
ференциальная форма ФЕ @® (X) c o|U,=do,. Эта дифферен- 
циальная форма представляет класс когОмологий [би] и, таким 
образом, 


Res ([öu]) == \\ 0. 
X 


m ое. U ers, число полюсов системы U и 

=Х\а., ..., а}. На Х'ПИ; ПИ, имеем 0,—o, =0,—© 
> значит, существует дифференциальная форма see (Х”) 
cC0=0,—®, на Х’ПО;. Поэтому ®= аб в X". 

Для каждой a, найдется 1(Р)ЕГса, ЕО; и координат- 
ная окрестность (У,, 2,) с VR,CU,m и 2, (а,) =0. Мы можем 
считать, что У, попарно не пересекаются и что 2,(V,)CÜU есть 
единичный круг. Выберем для каждого К такую функцию 
№ Е©(Х) с Supp (f,)CV,, чтобы f„|Vr=1 в некоторой откры- 
той окрестности У, СУ, точки а,. Положим 


gel + +): 


Так как g|V,.=0, то g0 можно продолжить нулем в точки а, 
и рассматривать ее как элемент из ©.” (X). Согласно (10.20), 


\\ (ао) =0. 
X 


В У, {а»} имеем а (/,0)=do=d (0,9, —%; m) = do, и, значит, 
d(f, 0) продолжается в а, дифференцируемым образом. 
В X \Supp (/f,) форма f,o равна нулю, поэтому d(f,„0) можно 
рассматривать как элемент из ©’? (X). Из равенства =d(go)+ 
+24(f,0) следует, что 


}}* = > \| d(f,0)= У \) d (бт —Trdim)- 
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Опять ввиду (10.20), 
| \а(ьонь) =0, 
у, | 


и, как в (10.21), доказывается, что 


) а (20; m) = — 211 ВеЗа, (0; m). 


Ук 


Объединяя все вместе, получаем 
N n 
= 
|| I 2 Res,, (о) =Ке3 (и), . % т.д. 
x =1 


17.4. Пучки 9). Пусть Х —компактная риманова поверх- 
ность. Для всякого дивизора DEDIiv(X) через Q, обозна- 
чается пучок мероморфных дифференциальных форм, кратных 
—0. Таким образом, для открытого множества UCX мно- 
жество (И) состоит из всех дифференциальных форм ®Е 
Ей“ (Ц) с ord,(w)>—D(x) для всех xE U. В частности, 
®, =@ есть пучок всех голоморфных дифференциальных форм. 

Пусть © 6 о? (Х) —отличная от нуля мероморфная диффе- 
ренциальная форма на X, например ®«=4}, где FEM(X) — 
непостоянная мероморфная функция. Пусть К есть дивизор в. 
Для любого дивизора DEDIV(X) ею на @ индуцирует 
тогда изоморфизм пучков 


бо+к— Яр, fr>fo. 


Лемма. Существует константа k,€Z, такая, что. 
dim A’ (X, Beer tt 
для всех DEDiv (Х). 


Доказательство. Пусть ® и К такие, как указано выше. 
Род X пусть равен g. Положим Ro: = 1—g-+degK. Тогда, no 
теореме Римана — Роха, 

dim Н°(Х, 2,) = dim H’ (X, бь. к) = 

— dim H1(X, Op) + 1—g+deg(D-+K)> 
>degD-+R,. 

17.5. Определение двойственности. Пусть X — компактная 
риманова поверхность и DE Div (Х) —дивизор. Умножение 

2-рхбь— 8, (©, No 


EN 
a he 
N 

rn 
LE 
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индуцирует отображение 
Н°(Х, 2_,))xH!(X, 65) —+ A* (X, 9). 


Композиция этого отображения с a H:(X,2)—C дает 
билинейное отображение 
<, >: H’(X, 9_‚)х Н+(Х, 6, —С, 
<o, Е> : = Res (o$). 
Это отображение индуцирует линейное отображение 
р: НХ, 9-р) > Н\(Х, 69° 


` пространства M°(X, ®_р) в сопряженное пространство к 


Н\*(Х, 6)). Теорема двойственности Серра утверждает, что 
<,» является двойственностью, т. €. что In есть изоморфизм. 
Мы это докажем в (17.6) и (17.9). 


17. 6. Предложение. Отображение ip инзективно. 


Доказательство. Надо показать, что для всякой ФЕ Н®(Х, 
Q_p), «>20, существует EEH!(X, 6ь) с <a, &=20. Пусть 
аЕХ— точка с О (а) =0 и (U,, г) —координатная окрестность 
а с 2(а)=0и | И, =0. В U, форму ® можно записать как 
oa=fdz.c ГЕб(Ч. ). Можно считать U, настолько малой, что 
f не имеет нулей в ЦИ, \4а}. Положим U, =XNfa a И = 
= (U,, U,). Пусть n=(f,, F)EC’(U, e#) определяется усло- 
виями [| = (2/)-* и fj=0. Тогда 


от= (2, 0) Е С° (Ц, «49 


есть система Миттаг-Леффлера с Кез (01) =1. Имеем бчЕ 
Е 21 (И, 65). Пусть Е =[6\] Е A!(X, 6)) есть класс когомологий 
для 6. Так как ®ё =®.[01] =[6 (©1)|, то из предложения 17.3 
следует, что 


<o, Е> = Кез (w&) = Кез [9 (on)] =Rs(on)=1, ч.т. д. 


17.7. Пусть D, Р’ЕР\х (Х) — два дивизора на компактной 
римановой поверхности X с D’<D. Тогда включение 0—+ 
—› 0р, — 6) индуцирует, согласно (16.8), эпиморфизм 


Н*(Х, 60) —+ Н*(Х, 6) —0. 


В свою очередь это индуцирует мономорфизм сопряженных 


_ пространств 


2 
0— Н*(Х, 65) —* Н*(Х, 60)". 
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_ Легко убедиться, что диаграмма 


‚D : 
0— Н*(Х, 69% H1(X, бь)* 
ee | eo» 


0—H°(X,Q_))—H°(X, 95) 


где вертикальные стрелки— это отображения из (17. 5), KOM- 
мутативна. 


Лемма. В принятых выше обозначениях, пусть A € H*(X,6 к 
и ФЕ Н°(Х, @_ь,) таковы, что 


2, (А) =», (0). 
Тогда ® принадлежит H’(X, 2_,)uA=ı,(0). 


Доказательство. Предположим, что ® не принадлежит 
H°’(X, @_)). Тогда существует точка аЕХ, в которой 
ога, (©) < 2 (а). Пусть (U,, 2) —координатная окрестность а с 
2 (а) =0. В U, форму ® можно записать как @® =} аг с [Е КИ ,). 
Можно считать U, настолько малой, что 

( DIU,Nta=0, ВИД =0; 

(ii) | не имеет нулей и полюсов в И, {а}. 

Положим И, =Х\ {а} и И=(0., 0). Пусть = (К, f)€ 
Е С°(И, c#) определяется условиями а и |1=0. По- 
скольку` ога, (©) < 2 (а), то даже чЕС* (И, 6,). Имеем 


Nez! (И, 6=Z (И, 6)=Z (U, 6ь). 


Класс когомологий для був A!(X, бр.) мы обозначим через &’, 
а в Н\(Х, 6,) —через &. Имеем & =0. По предположению, 
<, >= 15, (4) (5) =^(® =0. 

С другой стороны, из @n= (42/2, 0) получается, что <o, >= 
— Res (on) = 1 — противоречие! 

Таким образом, предположение было неверным и, значит, 
ФЕ H’(X, ®_ р). 

Так как #2, (^) = р, (©) =10, (1, (®)), то равенство А ==р (6) 
следует из инъективности Ip.. | 


17.8. Пусть D и В— два произвольных дивизора на ком- 
пактной римановой поверхности Х. Для мероморфной функции 
de H?°(X, 6,) морфизм пучков 

62-36» [=т:| 
индуцирует линейное отображение H*(X, бр-в) —+ Н*(Х, бр), 
а значит, и линейное отображение 


Н® (Х, 62)’ — HA" (X, бр- в}*, 
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которое мы тоже обозначим через ф. По определению, 
(фА) (5) =^ ($5) для ЛЕ Н*(Х, бр)*, 5ЕН®(Х, бр- в). 

Диаграмма 

Н\(Х, 6р)* № Н\(Х, бр-в)* 

1 'D | Ina 

Н° (Х, @_ р) -% Е (X, 9 -р+в) 
где стрелка во второй строке тоже означает умножение на %, 
коммутативна. Это следует из того, что «фо, &> = <®, WE). 


| Лемма. Если we HH” (X, Ö,z)— ne нулевой элемент, mo ото- 
_ бражение 

ф: Н*(Х, бр)* — HM (X, бр-в)* 
‘инъективно. 


_ Доказательство. Пусть А: = ($) >— В есть дивизор %. 
Отображение бь_в-% бь факторизуется в 


бр-в—> бр+д = бр, 


ге 0,..-”бь — изоморфизм. Так как отображение 
H!(X, бь_в) — НЕ(Х, 6p+4), —индуцируемое — включением 
Öp-» — 0+ д, есть, согласно (16.8), эпиморфизм, то 


Н\(Х, бь_в) > Н+(Х, 6ь) 
тоже эпиморфизм. Из этого следует наше утверждение. 


17.9. Теорема двойственности Серра. Для всякого дивизора D 
на компактной римановой поверхности Х отображение 


Lp: H? (A; р) — А (Х, 0)», 
определенное в (17.6), является изоморфизмом. 


Доказательство. Ввиду (17.6), остается только доказать 
сюръективность 1р. Пусть ^Е И\(Х, 0р)*, ^==0. Мы хотим 
показать, что A лежит в образе tn. 

Пусть Р—дивизор с 4е Р=1. Для натурального числа п 
мы полагаем 


D,„:=D—nP. 


Обозначим через Ле АЯ\(Х, 60,)* векторное подпространство 
всех линейных форм вида WA, фЕН° (X, 6,p): По лемме 17.8, 
Л изоморфно Н°(Х, 6,2) и, таким образом, по теореме Pu- 
MaHa-—Poxa, 


dimA>1—g-+n (&— род X). 
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По лемме 17.4, для векторного подпространства Im (t р") = 
с А! (Х, бр,)* имеем 


dim Im (12,) = апп Н* (X, 2_0,)>n-+k,—degD. 
Для n>degD у нас degD,<0, значит, H°’(X, бь,)=0 и из 
теоремы Римана —Роха следует, что 
dim A? (X, 62, =g—1—degD,=n-+(g—1—degD). 

Поэтому, выбирая п достаточно большим, получаем 

dim A-+ dim Im (12,) > dim A* (X, 6D,)*. 
Из этого следует, что ANnIm(tn,)=#0. Таким образом, суще- 
ети рЕН°(Х, 0,р), ф=Е0, и ФЕ Н*(Х, Фр в) с фА = р, (6). 
Пусть А : = ($) — дивизор р, т.е. 1/pe Н°(Х, 6,1), u D':=D,—A. 
Тогда 

;D I = — — бл. ия 

18, Му (уе, ® = (>e)- 
Из леммы 17.7 следует, что 9: 9 Н°(Х, 95) и А = 
р (в), Ч. т. Д. 


17.10. Замечание. Обычно из теоремы двойственности Серра 
используется только равенство размерностей | 


dim A! (X, бр) = апп Н°(Х, Q_)). 
В частности, для ОР =0. получаем 
5 = dim A! (X, 6) = dim H’ (X, 2). 


Таким образом, род компактной римановой поверхности X 
равен максимальному числу линейно независимых голоморф- 
ных дифференциальных форм на Х. 

Теорему Римана—Роха можно теперь сформулировать сле- 
дующим образом: 


dim H° (X, 6_p)— dim H° (X, Q,)=1—g—degD, 


или словами: на компактной римановой поверхности рода в 
максимальное число линейно независимых мероморфных функ- 
ций, кратных дивизору D, минус максимальное число линейно 
независимых мероморфных дифференциальных форм, крат- 
ных — D, равно 1—g—degD | 


17.11. Предложение. Пусть О —дивизор на компактной. 
римановой поверхности Х. Тогда 
H’(X, 6-5) = НЁ"(Х, 2,)*. 
Доказательство. Пусть ®, == 0 — мероморфная дифференци- 
альная форма на Х и K—ee дивизор, Согласно (17.4), 


m у EEE TEE ZT Fu \g ER % то МЗ: ей 5 тк рт и к. 
ая En I EEE TE Dee Bere SR 
en ne % nk ы ba - I ET u 5 
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р = бр+к и 0-р=9_р-к. Поэтому утверждение следует из 
теоремы двойственности Серра. 


Следствие. Для 2 =0, в частности, получается 
_ dim A! (X, 9) =ат A°(X, 6) =1. 
Отсюда. следует, что отображение 
Кез: M(X, 9)-+С 


является изоморфизмом, поскольку оно не равно нулю тож- 
дественно. 


17.12. RER Ana alone не равной нулю меро- 
морфной дифференциальной формы ® на компактной римано- 
вой поверхности рода © справедливо соотношение 


deg (0) =2g —2. 
Доказательство. Пусть К = (w). По теореме Римана — Poxa, 
dim Н°(Х, 6x) —dim Н*(Х, б,) =1—8-+ 4е5К. 
Согласно (17.4), 9 = бу и, значит, 
1—g-+ дез К = dim A’ (X, 62) — Чт А? (Х, 9) =в—1, 


= e. degsX=2(g—|]). 


17.13. Следствие. Для всякой решетки TCZU тор С/Г 
имеет род единица. 


Доказательство. Дифференциальная форма dz на С инду- 
цирует дифференциальную форму @® на С/Г, которая не имеет 
нулей и полюсов (см. (10. я KIOREOMY deg (0) = 2g— 2=0 и, 
значит, б= 1. 


17.14. Формула ER EN Пусть X, У —компакт- 
ные римановы поверхности и f! Х->У — непостоянное голо- 
морфное отображение. Для хЕХ пусть v(f, X) есть кратность, 
с которой f в точке x принимает значение f(x), см. (а. 2) и 
(4.23). Мы называем число 


Ь (+, х): = (р, х—1 


порядком разветвления | в точке x. Таким образом, b(f, х)=0 
тогда и только тогда, когда отображение f не разветвлено 
в x. Так как X компактна, то имеется лишь конечное число 
точек хЕХ с b(f, х) 5-0 и, значит, определено число 


6 (р: = 2.54. x), 


которое называется суммарным порядком разветвления |, 


Ту. > 
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Предложение. //ycmo }: X —У есть п-листное голоморфное 
_ накрывающее отображение между компактными римановыми 
поверхностями Х, Ус суммарным порядком разветвления 6= (р. 
Пусть g есть род X и в’ — род У. Тогда имеет место «фор- 
мула Римана— Гурвица» 


st, 


Доказательство. Пусть @ — отличная OT нуля `мероморфная 
дифференциальная форма на У. Тогда deg(w)=2g'—2 и 
deg (ro) 2—2. = 

Пусть хЕХ и f(x)=y. По предложению 2.1, найдутся 
координатные окрестности (U, 2) для x и (U’,w) для у 
с 2(х) =0 и и (у) =0, такие, что 2 относительно этих коорди- 
нат записывается как w=2* с k=v(f, x). В И’ пусть ® = 
—= фр (и) dw. Тогда в U имеем 


Ро=ф (а = Е (=!) da. 
Из этого следует, что 
ог, ("o)=b(f, Fol, х) ога, (9). 
Так как У 49, x): хЕГ * (и}} =п, то для всякой точки yEY 
>} ога, (o)= ‚DU. + пота, (o) 


хер (у) 


и, значит, 


дев (o)= 2, ога, (= ХХ та, (о) = 


УхЕГ- 1 (у) 


Nr 2 b(f, x)+n 2 ord, (0) =b(f) +ndeg (в). 


Отсюда следует, что 29—92 = п (26'—9), И таким образом 
получается указанная формула. 


17.15. Накрытия числовой сферы. Для’ частного случая | 
п-листного накрытия л: Х —Р, римановой числовой сферы 
с суммарным порядком разветвления 6 мы получаем, согласно 
(17.14), следующую формулу для рода g поверхности X: 


g=Z—n+1. 


Для двулистных накрытий Han P, число b равно числу точек 


b 
разветвления и g=—— 1. Компактные римановы поверхности, 


которые можно представить как двулистные накрытия P, и 
род которых >|, называются гиперэллиптическими поверхно- 
_стями. 


146 ГЛ. II. КОМПАКТНЫЕ РИМАНОВЫ ПОВЕРХНОСТИ 


Пусть, например, л: Х —+ р; есть риманова поверхность 
V P(z), где 


P(z2)=(2—a,).... (2—а,) 


есть многочлен R-Ü степени с попарно различными нулями а, 
(см. (8.10)). Так как b должно быть четным, то мы опять по- 
лучаем уже доказанный ранее факт, что Х разветвляется над 
со тогда и только тогда, когда К нечетно. Род X есть & = 
= [(k— 1)/2] (здесь [x] обозначает наибольшее целое число <K). 
Ha X можно явно задать базис @,, ..., ®, векторного про- 
странства голоморфных дифференциальных форм: 


271-142 : Е 
ТЕТЕ ,‚ ISjsg= | 


(здесь Z— лишь другое обозначение для мероморфной функ- 
ции л: ХА —Р,). Используя локальные координаты в крити- 
ческих точках, легко проверить, что ®, всюду на X голо- 
морфны. То, что @,, ..., @, линейно независимы, очевидно. 


17.16. Предложение. /Густь Х — компактная риманова по- 
верхность рода g и О —дивизор на X. Тогда 


Н\(Х, 6) =0, если degD > 2g—2. 


Доказательство. Пусть @— отличная OT нуля мероморфная 
дифференциальная форма Ha Х и К— ее дивизор. Тогда, со- 
гласно (17.4), Q_D= 6x-p и, значит, Н* (Х, бь)* = AH’ (X,Q2_))E 
= H’(X, 6x-p). Если degD>2g—2, то deg(K—D)<(, u 
H° (X, бк-ь)=0 по предложению 16.5, 4. т. д. 


17.17, Следствие. Для пучка о мероморфных функций на 
компактной римановой поверхности Х 


Н\ь(Х, о) =0. 


Доказательство. Пусть & Е H! (X, cM) есть класс когомологий, 
который представляется коциклом ({,;) Е 2' (Ц, N). Так как 
в случае надобности мы можем перейти к подходящему из- 
мельчению U, то без ограничения общности можно считать, 
что [;, в совокупности имеют лишь конечное число полюсов. 
Поэтому существует дивизор D с 4е О > 2—2, такой, что 
(Е 21 (И, 0ь). Согласно (17.16), коцикл (f,,) разрешим отно- 
сительно пучка Ö), а значит, и относительно о. 


Замечание. Пучок c# мероморфных дифференциальных 


форм на X изоморфен о; изоморфизм о —> о задается со- 
ответствием ][|=н>]/ю, где 520 — фиксированный элемент 
В 4 (Х). Таким образом, имеем также Л‘ (Х, о) =0, 
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Это можно использовать для определения вычета 
Кез: Н'(Х, 9) —*С из (17.1) без помощи интегралов. Пусть 
ЕЕН' (Х, 62) представляется коциклом (;,) Е 21 (И, 9). Так как 
Н*(Х, ой?) =0, то этот коцикл разрешим относительно 
пучка c#\ и, значит, существует система Миттаг-Леффлера 


_ ВЕС®(И, о) с [би] =Е. Тогда, по предложению 17.3, 


Кез (5) = Кез (u). 


$ 18. Функции и дифференциальные формы 
с заданными главными частями 


Классическая теорема Миттаг-Леффлера утверждает, как из- 
вестно, что на комплексной плоскости для корректно заданных 
главных частей всегда существует мероморфная функция с этими 
главными частями. Обратимся теперь к аналогичной проблеме 
на компактных римановых поверхностях. Здесь проблема 
разрешима не всегда, но из теоремы двойственности Серра 
можно вывести необходимые и достаточные условия ее разре- 
IITIHMOCTH. | 


18.1. Системы Миттаг-Леффлера мероморфных функций. 
Пусть Х —риманова поверхность и = (U ‚)ier—OTKPbIToe по- 
крытие X. Коцепь и = ({;) Е С°(И, &#) называется системой 
Миттаг-Леффлера, если разности |, —{; голоморфны в И; ПИ,» 
т.е. быЕ2' (И, 0). Таким образом, функции /[; и }, на общей 
области определения имеют одинаковые главные части. Под 
решением системы п понимается глобальная мероморфная 
функция FEcH (X), обладающая теми же главными частями, 
что и u, т. е. такая, что [|U,—T,;,E6(U,) для всех iEl. 
Мы обозначаем через [би] Е Я" (Х, 0) класс когомологий, пред- 
ставляемый коциклом би. | 


Предложение. Система Миттаг-Леффлера u разрешима 
тогда и только тогда, когда [du] = 0. 


Доказательство. (а) Пусть FEc# (Х) — решение для в == (р). 
Положим &;: =f;—fE6(U,). Тогда на Ц; ПИ, 
а Гане а I 
Это означает, что коцикл би=р,—|!; лежит в В*(И, 0), 
т.е, [60] =0. 
(5) Пусть [6%] =0 и, значит, быЕ В: (И, 0). Тогда сущест- 
вует коцепь (g,)EC’(U, 0) с 


&—#=8,—8; на U,nU,. 


СЯ EEE о ER ED ET a a ae и ER EEE ER EEE et 

De te re FI BE = г ’ RW BEA FT SEEN в Е + or ER Я Se ve 
TE" = en 1 cr en y ® у. # 2 я х 5 

a Li я re 2 р ke > я $ ‘ ся 
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Отсюда следует, что == g;= 7 —g, на U,NU, и, значит, 
|: —5; образуют глобальную мероморфную функцию Г о (X), 
Так как [|U,-f;= —8:Е0(И р, то | есть решение для в. 


Замечание. Согласно (17.17), для всякой компактной ри- 
мановой поверхности Н*(Х, A)—=0. Отсюда следует, что для 
каждого класса когомологий Е H!(X, 0) существует система 
Миттаг-Леффлера ие С° (И, A) с &=[6и] (для подходящего 
покрытия U). Поэтому на всякой компактной римановой по- 
верхности рода >| существует неразрешимая система Миттаг- 
Леффлера. Напротив, на римановой числовой сфере, поскольку 
Н'(Р., 0) =0, всякая система Миттаг-Леффлера разрешима; 
это также легко доказать непосредственно. 


18.2. Пусть теперь X —компактная риманова поверхность 
и ВЕС° (И, о) —система Миттаг-Леффлера мероморфных функ- 
ций на Х. Тогда для всякой голоморфной дифференциальной. 
формы @ER(X) произведение хи Е С° (Ц, о“) является си- 
стемой Миттаг-Леффлера дифференциальных форм и, таким 
образом, согласно (17.2), определен’ вычет Кез (®и). Теперь 
мы можем сформулировать обещанный критерий разрешимо- 
сти U. 


Предложение. Система Миттаг- «Леффлера мероморфных 
функций ВЕ С°(И, e#) на компактной римановой поверхности 
Х разрешима тогда и только тогда, когда 


Кез (хи) =0 для всех ФЕО(Х). 


_ Доказательство. Элемент [би] Е Н*(Х, 6) равен нулю тогда 
и только тогда, когда Л ([6ы])=0 для всех AEH!(X, 6)*. 
А это, по теореме двойственности Серра, выполняется тогда 
и только тогда, когда 


<o, [би|]>=0 для всех ®ЕОЧ(Х). 


По предложению 17.3, <o, [би > = Res (® [би |) = Res (wu). По- 
этому утверждение следует из предложения 18.1. 


Замечания. (а) Если в, ..., ®— базис в @(Х), то 
Кез (оц) =0 для всех @ESL(X) тогда и только тогда, когда 


Res(o,u)=0 для Е=1,..., 5. 


Таким образом, разрешимость для и эквивалентна выполне- 
нию © линейных уравнений, где g—pon X. 

(5) Если u разрешима и fi, |, Е (Х) —два ее решения, то 
функция ], — у голоморфна на Х и, значит, постоянна. Поэтому 
решение определяется однозначно с точностью до аддитивной ` 
постоянной. 
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18.3. Применение к двоякопериодическим функциям. Пусть 
у:, Ya ЕС линейно независимы над К и 


Р: = {НЕ ЬУ.: < |, A 1}. 


В точках a,, ..., ааЕР пусть заданы главные части 
1 


РЕ. 


у=-г 
7 


Двоякопериодическая относительно T=Zy; +Zy, мероморф- 
ная функция [Е о (С) с полюсами а, ..., а, и с заданными 
в них главными частями существует тогда и только тогда, когда 


п 

Ус =0. 

1=1 

Доказательство. Двоякопериодическую относительно Г 

функцию можно рассматривать как функцию на торе Х =С/Т. 
Заданные главные части порождают на Х систему Миттаг- 
Леффлера и. Дифференциальная форма @® на Х, которая ин- 
дуцируется дифференциальной формой dz на С (см. (10.14)), 
образует базис в Q(X), так как аши® (Х) =1. Имеем 


| п 
Res (вр) = Х ch, 
ai 


и отсюда следует утверждение. 

Из этого, в частности, следует, что не существует двояко- 
периодической относительно Г мероморфной функции, которая 
в параллелограмме периодов Р имеет ровно один полюс пер- 
вого порядка, так как тогда вычет был бы отличен от нуля. 
(см. (5.7c)). | 

Теперь мы хотим обратиться к проблеме существования на 
римановой поверхности рода g> 1 мероморфных функций, 
которые в некоторой точке имеют полюс порядка < в, а 
в остальном голоморфны. Для этого нам нужны некоторые 
заготовки. 


18.4. Определитель Вронского. Пусть ]1, ..., /„— голоморф- 
ные функции в области UcCC. Определителем Вронского для 


I» Sun Г называется определитель матрицы из производных 
ие т=0,..., 9—1, Вес 3 
Br Ti - T; ыы Ге 
АЕ ET 
У (1, ..., Г): = del Е ° 


je? IE» Se р Зы 
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Если функции /,, ...,/, Линейно независимы над С, то опре- 
делитель Вронского не равен нулю тождественно. Это дока- 
зывается так. Рассмотрим следующее дифференциальное урав- 
нение для неизвестной функции W: 


Я РОО Pe Fi 
fi Fe ... Ts w' 
det |‘ ° я я —(). 


. ® ® ‘ 


fe fo... pP we 


Функции fi, ..., /, являются решениями этого дифференциаль- 
ного уравнения. Разлагая определитель по последнему столбцу, 


получаем 
аш“ a, we” 4... +a,w=0, 

где а, = (fi, ...,[.). Поэтому если определитель Вронского 

тождественно равен нулю, то функции /[,, ..., [, удовлетворяют 

линейному дифференциальному уравнению порядка < в—|и, 

значит, линейно зависимы. 

Пусть теперь Х — компактная риманова поверхность рода 
>1ио,,..., ®,—базис в ®(Х). Для координатной окрест- 
ности (U, 2) мы определяем голоморфную функцию  „(в,,...,0,) 
на U следующим образом. Дифференциальные формы @, можно 
записать в U как ®,=],4г. Положим 


И, (®,..., 6): = (1, ..., To) 


где справа производные функций |, берутся относительно 2. 
Как ведет себя определитель Вронского для @,,...,@, при 
замене координат, показывает следующее предложение. 


18.5. Предложение. /Лиусть (U, г) u (Ü, 2)— две координат- 
ные окрестности на X. Тогда в (ПИ имеем 


аг \ № | 
И, (Ф.Ф) = (42 И: (0 ...,0,), где net 


Доказательство. Положим ıp: = z Е 6*(U ПО). Пусть функ- 
ции f, u fr в UNÜ определяются условием 
в, = [, 4г =}, аг. 
_ Тогда =, Далее, индукцией по т доказывается, что 


— 5] = 

Be а 

u re 
и =0 
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где ф„„— не зависящие от А голоморфные функции в (ПО. 
Отсюда получается, что 


Так как 1-Я -. рае Е Eee ‚ то из этого следует утверж- 
дение. = ä | 
ВЕЛИ: Bir ee базис в (X), то существуют 
константы „EU с det (c,,)=:c=#0, такие, что о; = 0, 
k 
Тогда 
У. (®:, ..., ®,) = , (6, 


Поэтому следующее определение имеет смысл (т. е. не зависит 
от выбора базиса в ®(Х) и от локальных координат). 


.. 6). 


18.6. Определение. Пусть Х — компактная риманова поверх- 
ность рода 5—1. Точка рЕХ называется точкой Вейер- 
штрасса, если для некоторого базиса @,, ..., ®, в ®(Х) и 
некоторой координатной окрестности (U, 2) точки р опреде- 
литель Вронского W,(@,, ..., ®,) в р обращается в нуль. 
Порядок этого нуля называется кратностью точки Вейерштрасса. 
Риманова поверхность рода 0, т. е. P,, по определению, не 
имеет точек Вейерштрасса. 


18.7, Предложение. //ycmo Х —компактная риманова поверх- 
ность рода g и р точка на X. Непостоянная мероморфная 
функция FEH(X) с полюсом порядка < в в р и голоморфная 
в Х\\ {р} существует тогда и только тогда, когда р есть точка 
Вейерштрасса. 


Доказательство. Мы применим критерий из предложения 
18.2: НУСТЬ ai ги. «, есть базис в (X) и (U, г) —коорди- 
натная окрестность р с 2(р) =0. Форму ®, в окрестности р 
можно разложить в ряд 


& 
в, = У, Arv2” dz, k=|1, see, д. 
v=0—0 
Искомая функция | имеет в р главную часть вида 


5—1 


h= Zum Zr lat) ..., 0), 


и, таким образом, является решением системы Миттаг-Леффлера 


и= (в, 0) Е С° (Ц, A, U=(U, ХУ РВ. 


Eee te еб, A FE an арх г д," le ar er, 

LES ee en vr ER р ETF UN ae 

Sa er ee ee u AFFEN SE 
ELSE - 


ый 
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= ве 
Res (o,u) = Res, (o,h) = > Aryl. 


Уравнение Res, (@,h) = 0 имеет нетривиальное решение (Cy ... 
., Сь-1) Тогда и только тогда, когда det (ау) =0. Но это рав- 
НосилЬно тому, что 


№, (©, +: :, 9) (р) =0, Ч. Т. Д. 
18.8. Предложение. На компактной римановой поверхности Х. 


рода g имеется с учетом кратностей всего (в — ЕЕ 1) то- 
чек Вейерштрасса. 


Доказательство. Пусть (U, z,), ТЕГ, есть ` покрытие A 
координатными окрестностями. В Ч; П(, функция %;;: =, 
1 


голоморфна и не имеет нулей. Относительно фиксированного 
базиса @,, ..., ®, в (X) пусть 


и: ‚= W.,.(0 er Ф„) EG(U)). 
По предложению 18.5, имеем 


м, в ЦО, ге МО. 


Равенство D (x) := ord,(W,) для xE U, определяет дивизор D 
Ha Х, который в точках Вейерштрасса поверхности X указы- 
вает их кратности. Таким образом, degD есть общее число 
точек Вейерштрасса. 

Пусть ОР, —дивизор @,. Шо предложению 17.12, имеем 
degD,=2g—2. Полагая ®,=f,;dz;, в Ч» получаем D, (x) = 
= ога, ([,;) для всех xE U,. Кроме Toro, 


(2) =: ау В И; п U}. 
Из (1) и (2) следует, что 
ИВА =У НР в U,NU, 


Таким образом, NE глобальная мероморфная функция 
[Ей (Х) с F|U,=W fi. Для дивизора функции | имеем 


| M=D—ND.. 
Так как 4ех (7) =0, то 
| 
degD=N degD, = (24—2) = (&— )g(e+1), 


что и требовалось доказать. 
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18.9. Следствие. Для всякой компактной римановой поверх- 
ности X рода в—>2 существует голоморфное накрывающее 
отображение f: Х-—+Р, с числом листов Sg. В частности, 
всякая компактная риманова поверхность рода 2 гиперэллип- 
тическая. 


Замечание. Можно даже доказать, что компактную рима- 
нову поверхность рода g>2 можно рассматривать как на- 
крытие над P, с числом листов [(9- 3)/2] или меньше, см. [57 |. 


18.10. Дифференциальные формы C заданными главными 
частями. Пусть Х —риманова поверхность, U=(U Jier—ee 
открытое покрытие и и= (о, Е С° (И, о) —система Миттаг- 
Леффлера мероморфных дифференциальных форм на X, см. 
(17.2). Под решением и понимается глобальная мероморфная 
дифференциальная форма ® Е о"? (X), имеющая Te же главные 
части, что и u, т.е. ®| О, —®;Е8(И;) для всех iE/. Как 
доказано в (18.1), система u разрешима тогда и только тогда, 
когда класс когомологий [би] Е Н*(Х, 9) равен нулю. 


18.11. Предложение. На компактной римановой поверхно- 
сти X система Миттаг-Леффлера в Е С° (И, #®) мероморфных 
PS форм разрешима тогда u только тогда, 
когда Кез (u) = 


Доказательство. По предложению 17.3, Res(u)=Res ([ön]). 
Так как, согласно следствию 17.11, отображение Res: 
НЦХ, 0) —,С является изоморфизмом, то [би] =0 равносильно 
условию Кез (в) =0. Отсюда следует утверждение. 


18.12. Следствие. Лусть Х — компактная риманова поверх- 
ность. 


(а) Для всякой точки рЕХ и для любого натурального 
числа п > 2 существует мероморфная дифференциальная форма 
на Х, которая в точке р имеет полюс п-го порядка, а в ос- 
тальном голоморфна («элементарный дифференциал второго 
рода»). 


(5) Для любых двух точек р., PpEX, Pı Ps, существует 
мероморфная дифференциальная форма на X, которая в ру и р, 
имеет полюсы первого порядка с вычетами 3 u —1 coomeem- 
ственно, а в остальном ме («элементарный дифферен- 
циал третьего рода»). 


- 
= z 
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$ 19. Гармонические дифференциальные 


формы 


Используя полученные выше результаты, теперь уже нетрудно 
доказать важнейшие теоремы о гармонических дифференциаль- 
ных формах на компактных римановых поверхностях Х. В част- 
ности, всякую замкнутую дифференциальную форму на Х можно 
однозначно записать как сумму гармонической и точной диф- 
ференциальных форм. Из этого следует, что первая группа де 
Рама поверхности X изоморфна векторному пространству гар- 
монических дифференциальных форм на Х. Далее, род поверх- 
ности является топологическим инвариантом. 


19.1. Комплексное сопряжение. Для дифференциальной 
формы WwE&"’(X) на римановой поверхности Х можно опре- 
делить сопряженную комплексную дифференциальную форму 
«Е (Х), которая индуцируется комплексным сопряжением 
функций. Локально, если ®= > [,45, с дифференцируемыми 
функциями |,, 8, то ®= ру f‚dg;- Дифференциальная форма 
. @EE"’(X) называется вещественной, когда ®«=®. В общем 


случае вещественная часть дифференциальной формы ® опре- 
деляется по формуле 


Ве (=> (®--5). 


Очевидно, & вещественна тогда и только тогда, когда ® = Ве (®). 
Если с— кривая Ha X, то 
Е. = \ Re (©) 


(е= | ©, и, значит, Re (| 
, c 


[4 с С 


(если ® не замкнута, то мы про что с кусочно не- 
прерывно дифференцируема). 
Если ER (Х) — голоморфная дифференциальная форма, то 


« называется антиголоморфной. Векторное пространство всех 
антиголоморфных дифференциальных форм на Х мы обозна- 


чаем через (X). 


19.2. Оператор x. Дифференциальную форму ®ЕФ®(Х) 
можно однозначно разложить в сумму 


ф= +0, где ®Е0"°(Х), WER" (Х). 


Положим 


#0: == i(w, 9). 
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Отображение +: ©‘ (Х) —- @®(Х) является К-линейным изо- 
морфизмом; оно отображает &”"’°(Х) на &”'(X) и наоборот. 

Для wEeE"!(X) ®« Е &°(Х), ® Е &*' (Х), JEE(X) выпол- 
няются следующие правила: 

(а) зо =— 0, #0=40, 

(6) 4+ (wo, + ®,) = о, — 0о,, 

(с) »Of ={0р, «д = — р, 

(4) аз а!= 2199}. 

19.3. Гармонические дифференциальные формы. Дифферен- 


циальная форма «Е ©“ (Х) на римановой поверхности X на- 
зывается гармонической, если 


4% =Ч*#®=0. 


Предложение. Ina ® Е &E)(X) следующие условия эквивалентны: 
(1) ® гармоническая, 
(ii) дд=до=0, | 
(11) o=@,+9,, где wER(X), @,ER(X), 
(iv) для каждой точки aE X существует открытая окрест- 
ность U и гармоническая в U функция |, такая, что «= а}. 


Доказательство. Эквивалентность (1), (ii) и (iii) следует 
непосредственно из правил в (19.2). 


(1) = (iv). Так как гармоническая дифференциальная форма, 
в частности, замкнута, то локально ® = 4 с дифференцируемой 
функцией {. Так как O=ds=o=dxdf=2idöf, то Г гармони- 
ческая. 


(1) => (0. Если o=df uf гармоническая, то do=ddf=0 
и 4зо=а+а}=0. 


Обозначение. Векторное пространство всех гармонических 
дифференциальных форм на римановой поверхности Х мы 
обозначаем символом Harm! (Х). Таким образом, 


Harm! (Х) =©(Х)®О(Х). 


Отсюда следует, что на компактной римановой поверхности 
рода & 
dim Harm! (X) = 20. 


19.4. Предложение. Всякая вещественная гармоническая 
дифференциальная форма в Е Harın! (X) является вещественной 
частью ровно одной а дифференциальной формы 
ФЕ (Х). | 
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Доказательство. Имеем 0=@, |, с 0, ® Е @(Х). Из pa- 
венств 0=0, +0, =0=@, +0, следует, что ®; =®, и о=Ке(2%,). 

Докажем единственность. Пусть «Е ®(Х) и Ке (®) =0. Так 
как локально @=df с голоморфной функцией f, то f имеет 
постоянную вещественную часть. Тогда f вообще постоянна и, 
значит, @=(. | 


19.5. Скалярное произведение в &")’(X). Теперь мы пред- 
положим, что Х —компактная риманова поверхность. Для ву, 
De" (X) пусть 


ЧИ Е \\х;лжо,. 
X 


Очевидно, отображение (%;, ®,) => <®;, ®,> линейно по первому 
и полулинейно по второму аргументу и 


<@., @1> =<®т, 0) Pe 


Покажем, что скалярное произведение <,» положительно 
определено. Пусть ФЕ &) (X). Относительно локальной карты 
(U, 2), z=x-iy, пусть 

oa=fdz + баг. 
Тогда 
«a=i(fdz—gdz) 
И 
юлжо = (| [2-Е [5 |2) 42^л4г=2 (|8 - |5 |?) dx Ady. 


Отсюда видно, что всегда <®, @> 20 и что ‹<®, ®> =0 только 
для ®=0. 

Поэтому с таким скалярным произведением EW(X) стано- 
вится унитарным векторным пространством, которое, однако, 
не является гильбертовым, так как оно неполно. 


19.6, Лемма, /] усть Х — компактная риманова поверхность. 
Тогда 

(а) де(Х), де(Х), 9(Х), Я(Х) суть попарно ортогональ-. 
ные векторные подпространства в &® (X); 


(6) dE (X) и +а$(Х)—взаимно ортогональные векторные 
подпространства в ©“ (Х) u 


dE (Хх) Ф+аф(Х)=06 (Хх) де (X). 


Доказательство. (а) Так как &" (X) и E"'(X), очевидно, 
взаимно ортогональны, то достаточно показать, что 0Ф(Х) | RX) 


и 06 (Х) 19 (Х). 


TEE Ива N | 
И Ч Er 
ee я 


` = я : } . - к . 
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Пусть {Е @(Х) и wER(X). Тогда 
фл д} = юлдЁ = юлаЁ= —id (fo) 
и, значит, | 


o, др =—# а фо) —0 


по предложению 10.20. Так же доказывается, что <®, дЁ> = 0. 
(5) Пусть f, gES (A). Тогда 
@л* (+48) = — {лав = —d(fdg) 
и, значит, | 
<ар, за = — \\dlfdg)=0. 
>, $ > 

Равенство dE (Х) + а@ (Х) = д6 (Х) DIE (X) следует из пра- 
вила 19.2 (с). 


19.7, Следствие. На компактной римановой поверхности Х 
всякая точная дифференциальная форма с Е Harm!(X) равна 
нулю, а всякая гармоническая функция TEE (X) постоянна. 

Это следует из того, что d& (X) ортогонально к Harm! (X)= 


=© (Х)@ФО(Х). 


19.8. Следствие. Лусть Х — компактная риманова поверх- 
ность и о Е Harm! (X), ФЕ (Х). Пусть для всякой замкнутой 


кривой y на Х. | 
\o=0, соотв. Re (| 0)=0: 


у у 
Тогда с =0, соотв. ®=0. 


Доказательство. По предложению 10.15, форма в, соотв. 
Re (©), точна. Поэтому утверждение следует из (19.7) и (19.4). 


19.9. Предложение. На всякой компактной римановой no- 
верхности Х имеет место ортогональное разложение 


5% '(Х) =д@ (Х)Ф9(Х). 


Доказательство. Пусть © есть род X. Так как Н\(Х, 6) = 
= E"!(X)/OE (X) по теореме Дольбо (15.14), то 


апт &°”* (Х)/9@ (Х) = в. 


С другой стороны, согласно (17.10), также ани ® (Х) = а. С уче- 
том леммы 19.6 (a) отсюда получается наше утверждение. 


<. 
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19.10. Следствие. ЛГусть X — компактная риманова поверх- 


_ ность u 0E&"!(X). У равнение д{=0 обладает решением FEE(X) 
тогда и только тогда, когда 


\Коле=о для всех ®ЕО(Х). 
X 


Указанное условие эквивалентно именно тому, что в | © (Х). 
19.11. Предложение. На всякой компактной римановой по- 
верхности Х имеет место ортогональное разложение 
@® (Х) =«а® (Х) Dde (X) Harm! (X). 
Доказательство. Из (19.9) переходом к комплексно сопря- 
женным формам получается, что &”°(Х)=0д® (Х) В (Х) и, 
значит, 
EI (Х) =д6 (Х) Фд6 (ХФ (Хх) BAUR). 
Поэтому утверждение следует из (19.6). 


19.12. Предложение. На всякой компактной римановой по- 
верхности Х 


Кег (8% (X) € (Х)) =а6 (X) Ф Наши (X), 


Доказательство. Так как 2 (X) : = Кег (&') (X) @° (Х))5 
ode (Х) @ Нагт: (Х), то, по предложению 19.11, достаточно 
показать, что 


8 (Х) 1 «а® (A). 
Пусть ФЕЯ (Х) и {Е ©(Х). Тогда 
фл + (+ а!) = — оюл4=а (№) 
и, значит, 
<o, вар = \) 4) =, ч. т. Д. 


19.13, Следствие, Лусть Х — компактная риманова поверх- 
ность. Дифференциальная форма oEE"(X) точна тогда u 
только тогда, когда для всякой замкнутой дифференциальной 


формы @EEW (X) 
\ \ олю=0. 


Доказательство. Указанное условие эквивалентно тому, что 
<®, #0>=(0 для всех замкнутых дифференциальных форм о. 
Это в свою очередь означает, согласно (19.11), что «о Е *а® (X), 
т. е. сеа©(Х). 
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19.14. Предложение (де Рам — Ходж). Для всякой компакт- 
ной римановой поверхности Х 


H!(X, С) = ВВ (Х) = Harm! (X). 


Ввиду (19.12), это следует непосредственно из теоремы де 
Рама (15.15). 


Замечание. Так как пучок С локально постоянных ком- 
плекснозначных функций на Х зависит только от топологи- 
ческой структуры Х, то 


b, (X) : = dim Я" (Х, С) 


— первое число Бетти поверхности Х — является топологиче- 
ским инвариантом. Из (19.14) следует, что 


b, (Х) = 245, 


где с— род поверхности Х. Таким образом, род тоже является 
топологическим HHBAPHAHTOM. | 

Имеется топологическая классификация связных ориенти- 
руемых компактных двумерных многообразий (римановы по- 
верхности ориентируемы), которая зависит только от первого 
числа Бетти. Всякая такая поверхность X с 6, (Х) =25 гомео- 
морфна сфере с g ручками (cm. Зейферт— Трельфалль [45]). 

Заметим еще, что для каждого рода >| существуют рима- 
новы поверхности, которые, будучи гомеоморфными, не яв- 
ляются биголоморфно эквивалентными. Классы биголоморфно 
эквивалентных римановых поверхностей рода g зависят в слу- 
чае с=| от одного, а в случае © >2 от 3—3 комплексных 
параметров. Однако мы не можем останавливаться на так на- 
зываемой теории Тейхмюллера, в которой изучаются подобные _ 
вопросы; см. [50]. 
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В этом параграфе мы изучаем вопрос о том, на каких ком- 
пактных римановых поверхностях Х существуют мероморфные 
функции с заданными нулями и полюсами. Очевидно, для этого 
необходимо, чтобы суммарный порядок нулей равнялся сум- 
марному порядку полюсов. Однако на римановых поверхно- 
стях рода >| это условие не является достаточным. Необхо- 
димое и достаточное условие существования таких функций 
‚дает теорема Абеля. 


20.1. Функции с заданными дивизорами. Пусть X — рима- 
нова поверхность и р —дивизор Ha X. Под решением D пони- 
мается мероморфная функция {Е -А(Х) с (=D. Нули и 
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полюсы такой функции / описываются как раз дивизором р. 
Если Х компактна, то D может иметь решение только тогда, 
когда дее р = 0. 

Нам понадобится еще понятие слабого решения р. Пусть 


Xp:=keX: D)>0. 


Слабым решением О называется функция [Е ©’(Хр) со следую- 
щим свойством: для каждой точки аЕ X существуют коорди- 
натная окрестность (U, 2) с 2 (а) =0 и функция фФЕФ(И0) с 
ф (а) ==0, такие, что | 


(*) Fear. в ОПАь - Mei R=Dia); 


Очевидно, слабое решение | является настоящим, т. е. меро- 
морфным, решением тогда и только тогда, когда } голоморфна 
В Хр. Два слабых решения f, © для D отличаются на множи- 
тель PE& (X), нигде не равный нулю. 

Пусть fi; u |, слабые решения О, и D,. соответственно; 
тогда }:= |, есть слабое решение дивизора D:=D,+D 
При этом произведение /,/, непрерывно продолжается в точки 
аЕх с 


р (а) >0, но Б; (а) <0 или ОБ, (а) < 0, 


в которых оно сначала не определено. Аналогично, f/f, яв- 
ляется слабым решением AMBH30pa-D,—D,. 


20.2. Логарифмическая производная. Пусть’ /— слабое ре- 
шение дивизора О. Тогда логарифмическая производная df/f 
является дифференциальной формой в дополнении к 


Зирр (Р) ={хЕХ: 2 (х) == 0}. 


Если aESupp(D) и #=) (а), то с учетом (x) имеется пред- 
ставление | 

я = IT 
форма dı/ı дифференцируема в а а и, значит, не 
имеет там особенностей. Отсюда, как в (13.1), следует, что 
для всякой дифференциальной формы оЕ ©“ (Х) с компакт- 
ным носителем существует интеграл 


Nee 


Для дальнейшего мы еще отметим, что ‘дифференциальная 
форма Of/f дифференцируема на всем X, так как из локаль- 
ного представления [=фг^ следует, что 0{/| = д/ф. 
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20.3. Лемма. //усть а, ..., а„— попарно различные точки 


на римановой поверхности Х и К, ..., Е, Е 2. Пусть РЕ Div(X) 
есть RER с D(a)=k, для |= Г, ..., И, а в остальном 
р (х) = 


II en: Г есть слабое решение О. Тогда для всякой функции 
gEE(X) с компактным носителем 


5 \\ = л 48 = >. R,g (а,). 
x ты 


Доказательство. Выберем непересекающиеся координатные 
окрестности (U,,2,) точек а, с 2,(а;) =0 так, чтобы [в U, 
можно было записать в виде 


= уг! ге WES(U,), т, (х) 0 дл всех хЕЦ, fe 


Можно считать, что 2,(U,) = С —единичный круг и - 
Пусть 0<г, <г,<1. Существуют функции ф,; Е © (Х), 
такие, что _ 


Зирр (ф;) < {|2,| < г.} и р г} =1. 


Пусть g,:=9,g ma j=l,..., n ug: — (8; +...+8,) 
Так как Supp(g,) компактно принадлежит x. N re © 
то, согласно (10.20), 


ran Salt) = 


n 


т л 40 = 3 4, = = (лав, 


РИ = U, 


и, значит, 


Далее, по теореме Стокса, 


ме, Ne) 


< |2, | sr. 


da; 
= "1m | 8, =2nig, (a,)=2nig(a,),, ч.т. д. 


|2, [= 


20.4. Цепи, циклы, гомологии. Под /-цепью на римановой по- 
верхности Х понимается формальная конечная целочисленная 
линейная комбинация 


= in ПуСу» п, ЕС, 


6 №4 
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кривых с,: [0, 11— X. Для замкнутой. дифференциальной формы 
BERN (X) интеграл по с определяется формулой 


Множество всех |-цепей на Х, которое естественным образом 
составляет абелеву группу, мы обозначаем через С, (X). Гра- 
ничный оператор - 


: С, (Х) — Div (X) 


определяется теперь следующим образом. Пусть с: [0, 1] — Х— 
кривая; тогда полагают дс =0, если с (0) =с (1), а в противном 
случае 0с есть дивизор, который в с(1) принимает значение 
+1, в с(0)—значение —1, а в остальном равен нулю. Для 
общей 1-цепи с= ın,c, пусть дс := Уп, 0с,. Очевидно, 


ев (дс) =0 для всех. ЕС (Х). 


Обратно, на компактной римановой поверхности для всякого 
дивизора D с 4ев О =0 существует 1-цепь с с dc=D. В самом 
деле, дивизор D степени нуль можно записать в виде суммы 
D=D,+...+D, где каждый D, принимает только в одной 
точке 6, значение --1, в одной точке а; значение —1, а в 0C- 
тальном равен нулю. Пусть с‚—кривая из a,Bb,uc:=c+. 

..+c,. Тогда де=р. 

Ядро отображения д 


2, (X) : = Кег (С, (X) — Div (Х)) 


называется группой /-циклов на Х. В частности, всякая замк- 
нутая кривая является 1-циклом. 

Два цикла с, C"EZ,(X) называются гомологичными, когда 
для каждой замкнутой дифференциальной формы ФЕ ©“ (X) 


Ко= (о. 


С д" 


Множество всех гомологических классов 1-циклов образует 
аддитивную группу Н,(Х)— первую группу гомологий поверх-. 
ности X. Для ЕН, (Х) и замкнутой дифференциальной формы 


WERE" (X) корректно определен интеграл \ ©. 


у 
Две замкнутые гомотопные кривые, в частности, гомоло- 


гичны. Поэтому имеет место гомоморфизм групп л.(Х)— A,(X). 
Легко убедиться, что это отображение сюръективно. Однако 
оно, вообще говоря, не инъективно, так как фундаментальная 
группа л,(Х) не всегда абелева. 
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20.5. Лемма. Густь X — риманова поверхность, с: [0, 1]— 
— А —кривая и Ир— относительно компактная открытая 
окрестность множества с (|0, 1]). Тогда существует слабое 
решение Г дивизора дс с || ХИ =1, такое, что для всякой 
замкнутой дифференциальной формы BEE» (X) 


| вт) ^%. 


Замечание. Так как 9—0 в ХО, то интеграл по X су- 


ществует. 
Г Доказательство. (а) Сначала рассмотрим ‘случай, когда 

(U, г) — координатная окрестность на Х, такая, что z(U) CC — 
единичный круг и кривая с целиком лежит в U. Мы отожде- 


ствляем И с единичным кругом. 
Пусть a:=c(0) u b:=.c(l). Существует г < 1, такое, что 


с ([0, Пс {|2|<г}. Функция log 2 имеет однозначную 


ветвь Bir < [2| < 1}. Выберем функцию ее НЯ 
и | {|2 >Г}=0, где г<г < 1, и определим РЕФ(И\а) 
условием | 
2—6 
ехр (а при г<|2|< 1, 


= z—b 


or при zIsr 

Так как f,|{r’ <|z|< 1}=]1, то р можно продолжить едини- 
цей на Х\\ И до функции ГЕ © (Х`\ а), которая по построению 
является слабым решением дивизора 06. Пусть теперь 
«Е <? (Х) —замкнутая дифференциальная форма. Так как © 
имеет в И первообразную, то существует функция СЕФ(Х) 
с компактным носителем, такая, что © =а49 в {|2| < г}. Тогда из 
леммы 20.3 следует, что 


ка ловя || ТЕ = [0 


(b) В общем случае существует биение 
Dei ... <uel 


интервала [0, 1] и координатные окрестности (U,, 2,), 
j=1,..., п, на X со следующими свойствами; 


G).cll,. ео, 
(ii) z,(U,) < С—единичный круг. 


_6* 
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Обозначим через с, кривую с|[1,-1, 1;]; тогда, согласно (a), 
можно построить слабое решение ], дивизора 0с, с |, | ХИ, =Ти 


о-в |} 
лет. Er 
X 


С: 

7 
для всех замкнутых дифференциальных форм @E& (Х). Про- 
изведение }:=}, .../, удовлетворяет всем условиям леммы. 


20.6. Следствие. Пусть Х — компактная риманова поверх- 
ность. Тогда для всякой замкнутой кривой & на Х сущест- 
вует ровно одна гармоническая дифференциальная форма 
бо, € Harm! (X), такая, что 


фо = [[ошло 


для всех замкнутых дифференциальных форм VER» (X). 


Доказательство. Пусть f есть слабое решение дивизора 
д& = 0, которое удовлетворяет условиям леммы 20.5. Так как 
f нигде не обращается в нуль, то df/f дифференцируема на 
всем X и.замкнута. По предложению 19.12, существуют диф- 
ференциальная форма о. Е Нагт' (Х) и функция gEE&(X), 
такие, что 


Вера 
ir —=0.+dg. 


Если BEE"(X) замкнута, то dgAw=d(gw) и, значит, по 
предложению 10.20, | 


о (ло ((озло 
& Х ; X 


Докажем единственность. Если о’ Е Harm! (Х) — другое pe- 
шение задачи, то для разности т:=0„—0’ имеем > 


\ \ тлю=0 для всех замкнутых ФЕФ®(Х). 
X 


В частности, можно взять @=xT, откуда следует, что 
«т, D=(, т.е. T=,—0=(, ч. т. Д. 


20.7. Теорема Абеля. Пусть О —дивизор на компактной 
римановой поверхности X с degD=0. Тогда D разрешим 
в том и только том случае, когда существует 1-цепь се С. (Х) 
с де=0, такая, что 


(*) \o=0 для всех ®ФЕФЧ(Х). 
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Замечание. Условие | o=0 надо, конечно, проверять только 


[4 
для некоторого базиса в (X). Если yEC, (X) — произвольная 
1-цепь с Oy=D, то это условие можно еще выразить так: 
существует цикл %Е2,(Х) (а именно, &=у—с), такой, что 


для некоторого базиса ®;, ..., ®, в о (Х 
\®, = (о, О 
а % 


Доказательство. (а) Сначала мы покажем, что это условие 
достаточно. ne ceC,(X) есть 1-цепь, удовлетворяющая 
условиям 06 =р и (x). По лемме 20.5, существует слабое ре- 
шение { дивизора О, такое, что 


je-mjjyre для всех BEE (X) с do=(0, 


Для всех ®Е®(Х), согласно (+), имеем 


реле ль 


Согласно замечанию в (20.2), в : = = Е$&°1 (Х). В силу (19.10), 
сущее функция gES(A) С №9 Положим 
Feet, | | 


Функция F, как и [, является слабым решением О. Далее, 
дЕ = (де-=) |+ ед} = — еде ед} =0. 
Таким образом, F есть даже мероморфное решение Р. 

(b) Теперь докажем необходимость условия теоремы. Можно 
считать, что DO. Пусть |—мероморфная функция на X 
с (1) =р. Функция [ определяет п-листное накрытие |: X—P, 
с некоторым п>1. Пусть а,.... а.Е Х —точки разветвле- 
ния ри У:= р, \ {{ (а,),..., F(a,)}. Для каждой дифференци- 
альной формы «Е ®(Х) мы построим голоморфную дифферен- 
циальную форму с =Spur (w) Ha P, следующим образом. Каждая 
точка уЕУ обладает открытой окрестностью У, такой, что 
f"(V) есть дизъюнктное объединение открытых множеств 

iv 995 О, > X и все отображения f: Ч,—+У биголоморфны. 
Пусть фу: У— О, есть обращение f: U,—V, и пусть 


Spur (©) |У := фо... + Фи. 


Проводя эту же конструкцию над открытой окрестностью У” 
другой точки в У, мы получим на пересечении ту же самую 


166 ГЛ. П. КОМПАКТНЫЕ РИМАНОВЫ ПОВЕРХНОСТИ 


дифференциальную форму. Как показано в (8.2), Spur (w) 
о продолжается на всю Р,.`Так как О (Р,) =0, то 
Spur (@) =0. 

Пусть. теперь y есть кривая в Р, из oo в 0, которая (за 
исключением, быть может, концевых точек) целиком лежит в У. 
Прообраз y относительно [ распадается на ий кривых C,, ...,С,, 
которые соединяют полюсы | с ее нулями. Тогда для 
cC:=C,+...-+c, имеем де=р и для всех ФЕ (Х) 


\ = | Spur (@) =0, ч. т. д. 


С У 


20.8. Применение к двоякопериодическим функциям. Пусть 
7, 7, ЕС линейно независимы над К и 


Pen 6 Е 


Пусть заданы нули а.,..., аЕР и полюсы В, .., 6, ЕР 
(каждая точка считается столько раз, какова кратность). 
Двоякопериодическая относительно Г = 2, 27, мероморфная 
функция, которая в Р имеет нулями а.,..., A, а полюсами 
bis =» +, 6,, существует тогда и только тогда, когда 


2 (a,—b,)ET. 


Доказательство. Пусть О есть дивизор Ha С/Г, определяе- 
мый заданными нулями и полюсами в С. Выберем кривые с, 
из b, в а, (например, прямолинейные отрезки). Пусть 
л: С —-С/Г—каноническая проекция и 


с:= пос: +... лос, ЕС, (CF). 
Тогда де =р. Пусть ФЕ ® (CT) ECTb дифференциальная форма 


на торе, индуцируемая дифференциальной формой 42 на С. 
Тогда 


о [42 Хи. 
c = Ср k=1 


Поэтому наше утверждение получается из замечания к тео- 
реме Абеля. 


_$ 21. Проблема обращения Якоби 


Теорема Абеля показывает, в каком случае дивизор степени 
нуль на компактной римановой поверхности разрешим при 
помощи мероморфной функции, т. е. является главным диви- 
зором. В этом параграфе мы займемся более подробным изу- 


{ 
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чением структуры факторгруппы дивизоров степени нуль по 
модулю главных дивизоров. Оказывается, эта группа изо- 
морфна комплексному &-мерному тору, где g— род римановой 
поверхности. 


21.1. Решетки. Пусть У есть N-MepHoe векторное прост- 
ранство над полем К. Подгруппа T CV (относительно сложе- 
ния) называется решеткой, если существует N линейно неза- 
висимых над К векторов *\.,..., yvEV, таких, что 


Г= у, + ое +Zyn 


Предложение. //odepynna T CV является решеткой тогда 
и только тогда, когда 


(1) она дискретна, т.е. существует окрестность И нуля 
в У, такая, что ГПИ ={0}; 


(11) она не содержится ни в каком собственном векторном 
подп ространстве в V. 


Замечание. Вещественное N-MepHoe векторное простран- 
ство У обладает однозначно определенной топологией, такой, 


что всякий изоморфизм У —+К^ является гомеоморфизмом. 


Доказательство. Ясно, что решетка Г < У обладает свой- 
ствами (1) и (ii). Обратно, предположим, что Га У есть под- 
группа со свойствами (1) и (11). Мы покажем индукцией по 
N =dimrV, что существуют линейно независимые векторы 
71, se, YvEV, такие, что 


= 7%, - ... +Zyn 
Начало индукции N =0 тривиально. 


Шаг индукции N—1—N. Так как Г не содержится ни 
в каком собственном векторном подпространстве в V, то су- 
ществуют N линейно независимых векторов X, ..., хмЕГ. 
Пусть У, есть векторное подпространство в У, натянутое на 
Хх... Хм И Г;:= ГПУ,. На Г, можно воспользоваться 
предположением индукции, поэтому существуют линейно не- 
зависимые векторы Yı, ..., Yv-ı EI, CT, такие, что 


=Z/y, +... 0-1. 
Каждый вектор хЕГ можно однозначно записать в виде. 
х= с: (х) 1-Е... 6-1 (Х) Ум-1-Е 6.(%) хм 
с вещественными коэффициентами с, (X), с (x). Параллелепипед 
РАМ +... А-а -- Ам №, АО, |} 
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есть компакт, поэтому множество ГПР конечно. Следова- 
тельно, существует вектор умЕ (ГПР)\У,, такой, что 


с (ум) = пи {с (х): ХЕ(ГПРУМУ ЛЕ (0, 1]. 


Мы утверждаем теперь, что Г = Г, { (ух. В самом деле, пусть 
хЕГ— произвольный вектор. Тогда REN п, € Z, такие, 
что 

N N-1 


er din = > Ay; Tem 
a1 = 


где 
О=А, < 1 ma j=l,:2, N-l и О<А<с(ум. 


Так как хЕГПР, то из определения Yy следует, что A=(, 
и, значит, KV ЕГПУ, =Г,;. Поэтому все A, должны быть цело- 
численными и, значит, нулями. Отсюда следует, что x =0, 
т.е; 


N 
= 2 п, Е 2: +... 7, UT 
1 = 


21.2. Решетка периодов. Пусть теперь Х — компактная 
риманова поверхность рода g>|1 и®,,..., ®,— базис век- 
торного пространства © (Х) голоморфных дифференциальных 
форм на Х. Определим подгруппу 


Per (0,5 :-., @,) = "СЕ 
следующим образом: Рег (@,, ..., ®,) состоит из всех векторов 
\o, \o, a \o, Е С, 
0 a a f 


где & пробегает фундаментальную группу 50, (X) (см. (10.11)). 
Замечание. Имеем также (см. (20.4)): 


Рег (в, ..., од = (9 es er) RE HR). 


Мы покажем, что Per(w,, ..., ®,) есть решетка в CE (при 
этом СЁ рассматривается как 2g- -мерное вещественное векторное 
пространство). Эта решетка называется Bee периодов по- 
верхности Х относительно базиса (&:,..., @,). Для доказатель- 
ства нам понадобится одно вспомогательное утверждение. 


21.3. Лемма. Густь Х —компактная риманова поверхность 
рода g. Тогда существует g попарно различных точек а:,... 

., а,ЕХ co следующим свойством: всякая голоморфная диф- 
ференциальная ны «ЕО (Х), которая равна нулю во всех 
точках а, ..., а» равна нулю тождественно. 
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Доказательство. Для аЕХ пусть 
HA,:={p ER (X): © (а) =0}. 


Каждое Н. либо равно © (X), либо имеет коразмерность еди- 
ница в 8 (Х). Так как пересечение всех A, есть нуль и ®(Х) 
имеет размерность &, то существуют & точек Ay, ..., а, ЕХ, 
таких, что 

На П ооо N На, =0. 


Эти точки обладают требуемым свойством. 


21.4. Предложение. //усть X — компактная риманова по- 
верхность рода g>1 ив, ..., в, — базис в Q(X). Тогда 
Г: =Рег (®,, ..., ®,) есть решетка в Се. | 


Доказательство. (a) Выберем точки Q,, ..., а„, как в лемме, 
и односвязные непересекающиеся координатные окрестности 
(U,, 2,) точек a, с 2,(а;) =0 для | =1,..., &. Относительно 
этих координат пусть 


@;=фи4г, в U, 
Тогда из леммы 21.3 следует, что матрица 
А := (Фх, (@,)) < у<а 
имеет ранг 5. Определим отображение 
РО: И 


следующим образом: для х= (Xu, +++, х,) Е U1X гг. хо, пусть 
Fin + Хи) = (Е. (х), ..., FR): 
где 
а > 
Еих):= Хо, ная В. 
eig, 


ee 


При этом интеграл \ ©, берется вдоль какой-нибудь кривой 
а 
7 
из а, вх,, лежащей в U; так как U, односвязна, то интег- 
рал не зависит от выбора кривой. 


Отображение F комплексно дифференцируемо относительно 
координат 25 ..., 2, и его матрица Якоби есть 


129 = (5-9 ) = (и ©). 
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! 


В точке а= (а,, ..., а,) имеем Jr(A)=AÄ и, значит, эта мат- 
рица обратима. Поэтому | 


W:=F(U,x...xU,)c © 
есть окрестность точки ЕЁ (а) =0. 


(5) Покажем теперь, что ГП =0. Предположим, что, 
напротив, существует точка {ЕГП (WNDO). Тогда найдется 
точка 

х=(х1,..., KJEUIX... ХО» Xu 


такая, что Р(х)ЕГ. Изменив, если понадобится, нумерацию, 
мы можем считать, что 


#4, для ISjiSk и х,=а, для j>k 


(1 <А=— 5). Тогда, по теореме Абеля, существует мероморфная 

функция [ на X, которая в точках а,, 1<]< А, имеет по- 

люсы первого порядка, в точках X, IS ] < ,— нули первого 

порядка, а в остальном голоморфна. Пусть c,27' есть главная 

re в а, (с #0 при 1SiSSk). По теореме о вычетах 
ы ’ 


k 
0=Res (юр) = 2 0,91, (а) ma 1=1,..., в. 
1 = 


Но это невозможно, так как матрица {ф;, (а,)) имеет ранг 5. 
Поэтому предположение было неверным; одновременно дока- 
зано, что Г есть дискретная подгруппа в С:. 


(с) Докажем теперь, что Г не содержится ни в одном собст- 
венном К-векторном подпространстве в С. В противном слу- 
чае существует нетривиальная вещественная линейная форма 
в С=, которая на Г тождественно равна нулю. Так -как всякая 
вещественная линейная форма в ÜS является вещественной 
частью некоторой комплексной линейной формы, то найдется 
вектор (с, ..., с„) ELENO, такой, что 


8 
ве( Хе Jo, )=0 для всех аЕЛ;(Х). 
1=' а 


Отсюда, с учетом следствия 19.8, получается, что 
®:= са, +... +с,0,=0  — противоречие! 
Этим доказано, что Г есть решетка в С:. 


21.5, Замечание, Предложение 21.4 означает, что на Х 
имеется 2g замкнутых кривых Ol, ..., Ay. таких, что векторы 


м -( RE } +) 5. са о 


лу Ay, 
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линейно независимы и 


Рег (0, ..., 6) = И... И. 
Из этого, как легко видеть, следует, что гомологические классы 
кривых ©,, ..., @,, в Н,(Х) линейно независимы над Z u 


порождают Н, (Х). “Таким образом, H, (X) = 278. 


21.6. Многообразие Якоби и группа Пикара. Пусть X — 
компактная риманова поверхность рода & и @,, ..., ®,— базис 
в @(Х). Тогда 

Тас (Х): = С8/Рег (®,, ..., @,) 


называется многообразием Якоби поверхности Х. Мы рассмат- 
риваем здесь Лас (X) только как абелеву группу и не учиты- 
ваем структуру компактного комплексного многообразия 
(комплексного 5-мерного тора), которую можно ввести на 
Jac (X) подобно тому, как в (1.54). Хотя определение зави- 
сит от выбора базиса @,, ..., ®,, при другом выборе полу- 
чаются изоморфные ас (X). | 

Через Div, (X)CDiv (X) обозначается подгруппа дивизоров 
степени 0, а через ha (X) —noAarpynra главных 
дивизоров. Факторгруппа 


Pic (X):= Div, (X)/Div,, (X) 


называется группой Пикара поверхности Х. Определим отобра- 


жение 
Ф: Div, (Х) — Jac(X) 


следующим образом. Пусть DeEDiv, (A) 1 и СЕС, (Х) — цепь, 
такая, что дс =). Вектор 


(Je = Ser) Е С: 


определяется дивизором D однозначно по модулю Рег(®,, ... 

@,); его класс вычетов, по определению, равен Ф (р). 
en Ф есть гомоморфизм групп. Теорема Абеля (20.7)_ 
в точности означает, что ядро отображения Ф равно Гу, (Х). 
Поэтому, факторизуя, мы получаем инъективное отображение 


j: Ре (Х) —*Зас(Х). 
В проблеме обращения Якоби спрашивается, будет ли это 
отображение также сюръективным. Это на самом деле так. 


21.7. Предложение. Для всякой компактной римановой no- 
верхности X отображение 
-[ Pic (X) — Jac РЕ 
является `изоморфизмом. 
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Доказательство. Пусть рЕТас (Х) —какая*нибудь точка, 
которая представляется вектором ЕЕ (Се. Если М— достаточно 


большое натуральное число, то вектор ‚Е лежит в образе 


отображения F, рассмотренного в части (а) доказательства 
предложения 21.4, т. е. существуют точки а,, х, ЕХ и кри- 
вые. у, изза, вх, (j=1, ..., 8), такие, что для с:=7,+... +7, 


(J RE у) 


Таким образом, для дивизора D:= дс имеем 


Ф(р)=-- Е тоа Рег (®,, ..., @y). 


Если теперь 9 есть точка в Pic (X), представимая дивизором ND, 
то |(0)=р. Этим доказано, что | сюръективно и, значит, 
j— изоморфизм. 


21.8. Пусть Х — компактная риманова поверхность рода g, 
и пусть Ai, ..., а, Е Х — произвольно заданные точки. Опре- 


делим отображение | 
р: X2—Pic(X) 


следующим образом: для (Xi, ..., х,) Е ХЕ пусть 
| g 
я к. х):= 2 (Р., —Бе,) mod Div, (Х), 


где D, для хЕ X обозначает дивизор, который в X принимает 
значение |, а в остальном равен нулю. Пусть 

J: Х# — Jac(X) 
есть композиция отображений 1: ХЕ —+ Р1с(Х) и |: Pic(X) — 
— Лас (Х). Возвращаясь к определениям, мы видим, что | 
2 
© и.) ° modPer(o,, ..., ®,). 
ое, #7 


Я (x, +9 = 


Следующее предложение усиливает (2.17). 


21.9. Предложение, В принятых выше обозначениях, ото- 
бражение | 
Jı X8— Jac(X) 


сюрхективно. 


Доказательство. Достаточно показать, что ф: X2—-Pic (X) 
сюръективно. Это равносильно тому, что каждый дивизор 
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DeEDiv,(X) по модулю Div,„(X) эквивалентен некоторому 
дивизору вида 


5 
2 (Di, —Da,), (x;, ео х)ЕХ:. 


А это можно получить следующим образом. Пусть 
р’: = D+D.+ ... + Da. 


Тогда degD’=g u, no теореме Римана — Poxa (16.9), 
ат H’(X, 60) > 1. Таким образом, существует мероморфная 
функция [{=5=0 на Х с > —О’, т. е. 


D:=()+D>0. 
Так как degD"=g, то имеются точки X, ..., х,ЕХ, такие. что 
D’=D,, —- ... +)». 


Отсюда 
5 
&(D,—D,)=D+N, чтд 
1=1 


Замечание. Непосредственно из определения /: Х# —> Jac(X) 
следует, что J(X1, ..., х,) инвариантно относительно пере- 
становок X, ..., х,. Поэтому / индуцирует отображение 
SEX — Гас (X) симметрического &-кратного произведения X 
в многообразие Якоби. На 5&Х, как и на Лас (Х), можно ввести 
структуру компактного 5-мерного комплексного многообразия, 
и тогда отображение SEX — Час (Х) станет голоморфным. Хотя 
оно и не биективно, все же можно показать, что оно бимеро- 
морфно, т. е. индуцирует изоморфизм полей мероморфных 
функций на Jac (X) и соотв. на SEX. По этому вопросу см. [15]. 


21.10. Предложение. Для всякой компактной римановой по- 
верхности X рода 1 отображение J: X—Jac(X) является 
изоморфизмом. 


Замечание. Это есть обращение следствия 17.13. 


_ Доказательство. Отображение J можно описать так. Пусть 
«ЕО (Х)\0, Г:= Рег (wo), аЕХ. Для хЕХ тогда 


J (x) -( 0) mod EC/T=Jac(X). 


a 


Отсюда видно, что J есть голоморфное отображение. Согласно 
(21.9), J сюръективно. (Впрочем, это прямо следует также 
из предложения 2.7.) Отображение J инъективно, так как 


RE ne ee De PET a RT ar ЛА EST PERLE EEE ST ERENTO nie 
Е ar er RE 38 a ВЫ ee Pe = THE 2 ETF 7 = TER ЖЕ 
a > ee RT Я er Fr een Be re Be Ds re Ve FE TE 
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в противном случае по теореме Абеля на Х существовала бы 
мероморфная функция / с одним-единственным полюсом пер- 
вого порядка, что невозможно (тогда X была бы изоморфна Р). 


Замечание. Пусть Р (2) есть многочлен третьей или четвертой 
степени без кратных нулей и Х — риманова поверхность алгеб- 


раической функции УР (2). Тогда X имеет род 1 (см. (17.15)) и 
.dz 
= V-P). 
есть базис в @(Х). Пусть ГеСр— решетка периодов для @. 


Тогда отображение J: X —+ Лас (Х) = С/Г задается «эллиптиче- 
ским интегралом первого рода» 


С dz 
7) == Е тоаГеЕС/Г. 


- 


Пусть F: C/T—X есть обратное к J отображение, и пусть 
л: C—C/T u p: Х-ъР, —канонические проекции. Тогда 


: = роРол: С—Р, 


является двоякопериодической мероморфной функцией. Боль- 
шим открытием Абеля и Якоби было то, что таким способом 
изучение эллиптических интегралов можно свести к изучению 
двоякопериодических функций. Обобщение этой постановки 
вопроса на гиперэллиптические интегралы приводит к проблеме 
обращения Якоби. Об истории этой проблемы см. [63]. 


Глава Ill 
НЕКОМПАКТНЫЕ 
РИМАНОВЫ ПОВЕРХНОСТИ 


Теория функций на некомпактных римановых поверхностях 
во многих отношениях похожа на теорию функций в областях 
комплексной плоскости. Так, для некомпактных римановых 
поверхностей имеют место аналоги теорем Миттаг-Леффлера 
и Вейерштрасса, а также теоремы Римана о конформных ото- 
бражениях. 

В этой главе мы прежде всего обсуждаем задачу Дирихле 
для гармонических функций на римановых поверхностях. Это 
понадобится для доказательства счетности топологии римано- 
вых поверхностей, а затем еще раз для доказательства тео- 
ремы Римана об отображениях. Аппроксимационную теорему 
Рунге на некомпактных римановых поверхностях мы доказы- 
ваем при помощи леммы Вейля. Из аппроксимационной тео- 
ремы Рунге просто выводятся теоремы Миттаг-Леффлера и 
Вейерштрасса. Кроме того, в этой главе, в дополнение к $ 10 
и 11, мы обсуждаем существование голоморфных функций с за- 
данными автоморфными слагаемыми и проблему Римана —Гиль- 
берта. 


$ 22. Задача Дирихле 


Доказанные выше теоремы существования для голоморфных 
и мероморфных функций в конечном счете основывались на 
лемме Дольбо (13.2) и на теореме конечности (14.9). Теперь, 
совсем независимо от этого, мы докажем еще одну теорему 
существования на римановых поверхностях, а именно теорему 
о существовании решения задачи Дирихле для гармонических 
функций; доказательство проводится методом Перрона. 


22.1. Дифференцируемая функция и Е © (У) в открытом под- 
множестве У римановой поверхности Х называется гармони- 


ческой, когда дди =0, см. (9.14). Относительно локальной ко- 
ординаты 2 =х--йу это означает, что 


0? 


Ам = (5 о ау Ju- =: 
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Всякая вещественнозначная гармоническая функция U в OAHO- 
связной области GC является вещественной частью некото- 
рой голоморфной функции FEG(G), так как из теоремы 19.4 
следует, что гармоническую дифференциальную форму du можно 
записать в виде 4и = Ве (45) с gEG6(G). Отсюда получается, 
что и = Ке (5) +const. 

Из этого легко выводится принцип максимума для гармо- 
нических функций: если гармоническая в области У функция 
и: У —К принимает свой максимум в некоторой точке жЕУ, 
то и есть константа. В самом деле, пусть и= Ве (]), где }— 
голоморфная функция в окрестности х,. Так как |е/|=е“, то 
голоморфная функция e/ достигает в точке X, своего макси- 
мума модуля. Из принципа максимума для голоморфных функ- 
ций следует, что в окрестности X, а значит, и на всей У, 
функция и постоянна. 


22.2. Под задачей Дирихле на римановой поверхности Х 
понимают следующую задачу. 

Пусть У — открытое множество в Х и f: дУ К — непре- 
рывная функция. Ищется непрерывная функция и: Y—R, 
гармоническая в У и такая, что и|дУ =}. Если У — компакт 
и ДУ == © (т. е. У=ЕХ), то решение, когда оно существует, 
определено однозначно. В самом деле, разность двух решений 
и, — U, имеет нулевые граничные значения. А тогда, по прин- 
ципу максимума для гармонических функций, ‘0 <и,— и, <0 
в У и, значит, и =и.. 

Для круга 


Е (К): = {2 ЕС: |2|<ЮК R>O, 


задачу Дирихле можно просто решить при помощи интеграла 
II уассона. 


22.3. Предложение. Если }: OE(R)—R непрерывна, а 
270 


(4 u: | к (Ве) для |z|<R 
0 


Re'® — 2 |? 


u и(2):= | (г) для |z|=R, то функция и непрерывна в Е (Ю) 
и гармонична в Е (Ю). 


Доказательство. Для г=2ё пусть 


Р (г, Е 


Oo 


5- 
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Тогда P(z, &)=ReF(z, 0). Вместе с тем, (+) можно записать 


в виде 
25 


и (2) = > \ P (z, Rei®) | (Юе®) dd = 


0 

=Ве( | Fe. Rei®) f (Re!®) ®)- 
| 0 

Ве (к Е 9107). 


Ч =^ 
Поскольку F(z, ©) как функция от 2 голоморфна, отсюда сле- 
дует, что и в Е(Ю) является вещественной частью голоморф- 
ной функции, и, значит, она гармоническая. 
Остается доказать непрерывность вплоть до границы. При 
помощи ты о вычетах можно вычислить, что 


ЕР, Reid) 40 = ве (5 \ Et Fe 
1&=R 


Поэтому для &,EOE(R) u zEE(R), полагая & = Rei®, имеем 


и (2) — 1) = В Р(е, ОИ ®—1 6) 8 


Пусть задано e > 0. Так как | непрерывна, то найдется 6, > 0, 
такое, что |{()—1(6,)| < =/2 при [6—6 |< ,, и константа 
М> 0, такая, что || (SM для всех СЕОЕ (Ю). Теперь ра- 
зобьем область интегрирования на две части: % состоит из 
всех 9Е[0, 2n] с и a Весть все остальное. Тогда 


[м (г) — 1 SH Pe О | Ро 9.2М 40 —< 
< (р Ке®) dO. 
В 


Если |2— 6, |=:6 <Ö,/2, то для BEP имеем 
| Ке®— 2 | 2 | Ке®— &|—|2— 6 |2 6/2, 


0 _ (В-- (Ев) —_288 _ 88 
| Р (2 Юе ) = |Re® — 2]? nn (6 /2)? Pc 52 6, 
и, значит, 
6RM 
_ Шов, 
9 


если только |2—L,|=Ö достаточно мало, ч. т. д, 
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22.4. Следствие. Пусть и: Е (Ю) — К — гармоническая функ- 
ция. Тогда для всех г < Ки |2| <г имеем 


271 


ee ее io 
и(д=5х | OL a re ) dd. 
0 
В частности, u удовлетворяет «теореме о среднем»: 
In | 
KERLE 20 
и (0) = = \ u (re!®) 40. 
0 


_ Это следует из (22.3) ввиду единственности решения задачи 


Дирихле. 


22.5. Следствие. Пусть и’: E(R)—R, пЕМ, — последова- 
тельность гармонических функций, которая компактно (т. е. 
равномерно на компактных подмножествах) сходится к функ- 
ции и: E(R)—R. Тогда и тоже ‘гармоническая. 


Доказательство. Для всякого r<R и всех |z|<r, co- 
гласно (22.4), имеем 


27 
u, ==» \ Р(г, ге) u, (ге) 46, 
б 


где P(z, ©) определяется, как в (22.3). Так как последова- 
тельность функций и, на ОЕ (г) равномерно сходится -K и, TO 


‘эта интегральная формула справедлива и для функции u. Из 


предложения 22.3 теперь следует, что функция и гармониче- 
ская в ЕЁ (Г). 


22,6. Теорема Харнака. //усть MER u 
Ши <... М 
— монотонно возрастающая ограниченная последовательность 
гармонических функций и’: E(R)—R. Тогда эта последова- 


тельность сходится равномерно на каждом компактном под- 
множестве в Е (Ю) к гармонической функции и: E(R)—R. 


Доказательство. Пусть КСЕ (Ю) —компакт. Тогда сущест- 
вуют константы р <г< КА, такие, что 


SER |2|<р}. 


Пусть задано & > 0 и e’:= > ER а. Так как последовательность 


{и„(0)} монотонно возрастает и ограничена, то существует N, 
такое, что 


и, (0)—и„ (0) <= для вех n>m>N, 
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Применим теперь интегральную формулу Пуассона к поло- 
жительной атс: функции и,—и„. Так как 
r 2 и. 
<Р(аг, re) <S——— и и ie 
при |z|<p, то для всех 2Е К имеем 
270 


2,2) U, 2) 5 г Р(2, ге!9) (u, (ге) — u, (re'®)) OS 
| 0 


И 


2л 
<2. | (u (re®)—u,, (re) 40 = 
0 


U 


= (u, (0) —и,„ (0)) <e 


Таким образом, последовательность {и„} сходится на К равно- 
мерно. Согласно (22.5), предельная функция тоже гармони- 
ческая. 


22.7. Теперь возвратимся к задаче Дирихле на произволь- 
ной римановой поверхности Х. Так как свойство функции быть 
гармонической инвариантно относительно биголоморфных отоб- 
ражений, то задача Дирихле разрешима также для всех обла- 
стей Dc X, которые относительно компактно принадлежат 
некоторой карте (U, 2) и для которых 2 (р) < С есть круг. 

Введем теперь некоторые необходимые для дальнейшего 
обозначения. Для открытого множества У < X обозначим через 
Reg (У) множество всех областей DEY, таких, что задача 
Дирихле в D разрешима для произвольных непрерывных гра- 
ничных значений }: OD—R. Для непрерывной функции и: Y—R 
и DEReg(Y) обозначим через Рьи такую непрерывную функ- 
цию на У, которая в Y\D совпадает с u, ав О совпадает 
с решением задачи Дирихле с граничными значениями и| д). 

Через $р (У) мы обозначаем векторное пространство всех 
вещественнозначных непрерывных функций на У. 

Очевидно, для всех u, Ев (У) и ЛЕК имеем 


(1) Рь(и-Ро)=Рьи-- Ру, 

(ii) Рь (4) =АРри, 

(ii) u<v&Ppu<PpvV. 
Функция uEER(Y) гармоническая тогда и только ‘тогда, 
когда Рри=и для всех РЕ Кей (У). 


22.8. Определение. Непрерывная функция и: Y—R назы- 
вается субгармонической, если 


Ppu>u для всех DEReg (У). 
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Непосредственно из определения следует, что если u, о: 
У —>К — субгармонические функции и вещественное число ^>0, 
то функции u-v, Ли, зир (и, 9) тоже субгармонические в У. 

Функция и: У К называется локально субгармонической, 
если и субгармоническая в окрестности каждой точки в У. 


22.9. Предложение (принцип максимума для локально суб- 
гармонических функций). //усть У — область на римановой 
поверхности X ии: У К — локально субгармоническая. функ- 
ция, принимающая свой максимум в некоторой точке хх ЕТУ. 
Тогда функция и постоянна. 


Доказательство. Пусть u(x,) =: си 
= 4х У: и(х)=с}. 


Если $=2=У, то существует точка аЕ 05 ПУ. Так как и непре- 
рывна, то тогда и(а)=с. В каждой окрестности а найдется 
точка x с и(х) < с. Поэтому существует открытая окрестность 
РЕ Вес (У) точки а, такая, что u|OD не есть константа, рав- 
ная с. Кроме того, можно считать, что и субгармоническая 


в окрестности р и, значит, 


и < Ppu =:v. 


Функция 9 гармоническая в D. Так как 
поры 6 


то из принципа максимума для гармонических функций сле- 


дует, что v<c BD. Так как и (а) =с< и (а), то о принимает 


в а свой максимум и, значит, о в D есть константа, равная с. 
Но это противоречит выбору D и, значит, на самом деле $ =У. 


22.10. Следствие. Если и: У —К локально субгармоническая, 
то и субгармоническая. 


Доказательство. Пусть РЕ Веё (У) произвольна. Так как 
Рри гармоническая в D, то 
0:=и— Рри 


локально субгармоническая в О. Так как 9|0) =0, то, по 
принципу максимума, нов. №; те. и < Рьи, Ч. т. Д. 


22.11. Лемма. Bis и: Y—R сиубгармоническая и BEReg(Y), 
то Рзви тоже субгармоническая. 


Доказательство. Положим v:= Pzu. Пусть РЕ Кез (У) — 
произвольная область. Надо показать, что Рю 29. В У\О 
имеем Ppnu=v, ав У\В из-за о2 и имеем 
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Ры ZPzu 2 й==0, | | 
Таким образом, о—Рро<0 в У\(ВПО). Так как v— Ру 
гармоническая в ВПО, то отсюда следует, что 
v—Pps0 в ВПО. 


Поэтому Рроги на всей У, ч.т. д. 


22.12. Лемма (Перрон). Пусть WCErR(Y) есть непустое 
множество субгармонических в У функций со следующими ceoü- 
ствами: 

(1) и, Е => зир (u, VEN, 

(ii) uEM, РЕБес (У) => Рри Е, 

(iii) существует константа К ЕК, такая, что 

и<К для всех EM. 


Гогда функция и*: У К, | 
u* (x) : = sup {и (х): ие}, 
гармоническая в У. 


Доказательство. Пусть аЕУ и РЕКей (У) — окрестность а. 
Выберем последовательность и, Е 3%, nEN, такую, что 


lim u, (a) = u* (а). 
Согласно (1), мы можем считать, что 
И. НК. 
Пусть v„:= Рри,. Гогда также | 
990,58. =.... 
По теореме Харнака, последовательность {V„} компактно схо- 
дится в О к гармонической функции 9: D—R. Имеем 
HIHI) ноев. 
Теперь покажем, что v(x)=u*(x) для всех хЕД. Для этого 


пусть WEM, nEN,— некоторая последовательность, такая, 
что | 


lim w,(x)=u* (x). 
n>& 
Согласно (1) и (ii), можно считать, что 
U, <, = Ром, И Зи, +1 
для всех nEN. Поэтому последовательность {W,} компактно 
сходится в О к гармонической функции и: D—-R, такой, что 
v<sw<u*, | | 


— 
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Так как 9(а) = (а) = и* (а), то из принципа максимума для 
гармонической в D функции о— ® следует, что 9 (у) = (у) для 
всех YED, в частности, 

и (х) = (х) =и* (х). 
Таким образом, функция и* = и гармоническая в D, ч. т. д. 


22.13. Чтобы решить задачу Дирихле, мы, следуя Перрону, 
поступим теперь таким образом. Пусть 


Г ду — К 


есть непрерывная ограниченная функция (мы не предполагаем, 
что У — компакт), и пусть 


К := sup {} (x): хЕдУ}\. 


Обозначим через P, множество всех функций иЕ $ (У), таких, 
что | 
(i) и| У субгармоническая, 
А ри. 
По лемме 22.12, функция | 
ur : = sup {u: vEB,L} 
гармоническая в У. Чтобы таким образом получилось решение 
задачи Дирихле, надо, чтобы для каждой точки хЕ ДУ выпол- 
нялось условие 
lim u (y)=f (x). 
Y>X 
yeY 
Оно выполняется при определенных ограничениях, но все же 
не всегда. 


22.14. Определение. Точка xEOY называется регулярной, 
если существуют открытая окрестность ОИЭх и функция 
ВЕЗЬ (УПИ) со следующими свойствами: 

(1) В] УПИ субгармоническая, 

(1) В(х)=0 и В (и) <0 для всех УЕУПИХ {х}. 

Функция В называется барьером в точке х. 


Замечание. Пусть хЕдУ — регулярная граничная точка 
для У. Если У, открытое подмножество в У с xEOY,, To x 
также является регулярной граничной точкой для Y,. Это сле- 
дует непосредственно из определения. Отсюда получается, что 
если У имеет регулярную границу (т. е. все граничные точки 
регулярны), то каждая связная компонента У тоже имеет регу- 
лярную границу, | 
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22.15. Лемма. Пусть х ЕДУ — регулярная граничная точка, 


У — окрестность x и т< с — вещественные константы. Тогда 


существует функция 9Е в (У) со следующими свойствами: 
(1) v|Y субгармоническая, 
(1) v(x)=c, я УПИ, 
(ii) vJY\V=m. 
Доказательство. Без ограничения общности можно считать, 


что с=0. Пусть И — открытая окрестность хиВЕ в (УПИ) — 
барьер в x. Можно считать (уменьшая, если понадобится, У), 
что УСО. Так как 


sup 4В (и): Y Еду пу} < 0, 


то существует константа А > 0, такая, что 


КВ | 0У ПУ < м. 
Положим 
a sup(m, АВ) на УПИ, 
= и УХЕ. 
Функция о непрерывна в У, локально субгармонична, а значит, 
и субгармонична в У и, кроме того, удовлетворяет условиям 
(ii) и (iii). 
22.16. Лемма. /Густь У —открытое подмножество римано- 


вой поверхности, |: У —К — непрерывная ограниченная функ- 
ция и 


_ и* =зир{и: ие}, 


где $,— класс функций, определенный в (22.13). Тогда для каж- 
дой регулярной точки xEOY имеем 


im u =). 
ii 


Доказательство. Пусть задано # > 0. Тогда существует от- 
носительно компактная открытая окрестность У 9х, такая, что 


[(х)—=<Ку<НКх-= для всех yEeoYNV. 
Пусть ^ < К — вещественные константы, такие, что = 
k</(y)<K для всех иуе0У. 


(а) Выберем, согласно лемме 22.15, субгармоническую в У 
функцию о Фр (У), такую, что 


9(х)=[()—, ulYnVv<sfw-e, v| УЗ 


Е Чи ОНО An 
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Тогда 9|дУ<ри, значит, 9ЕЗ,, откуда следует, что < и*. 
Поэтому 
lim и* (у) =. 
ух 

(5) Опять по лемме 22.15, существует субгармоническая 

в У функция “Е бр (У), такая, что 
в (д=—1(), и пу), w|YNV=—K. 
Для каждой иЕ $, иуЕОУ ПУ имеем и (у) <] (х) - = и, значит, 
| uly)+wy)<e для УЕДУ ПУ. 
Кроме того, | 
и (г) и (г) <К—К=0 для всех zEYNWV. 
По принципу максимума для субгармонической в УПИ функ- 
ции и-- ® имеем | 
utw<e в УПИ 
и, значит, 
ulYnV<e—w|YnV для всех иЕФЗ, 
Отсюда следует, что 
im #y)<e—w(x)=f(x)-+e. 
| ver | | 

Из (a) и (5) вытекает утверждение леммы. 

22.17. Предложение. Пусть У — открытое подмножество 
римановой поверхности X. Пусть все граничные точки Y регу- 
лярны. Тогда задача Дирихле в У разрешима для всякой непре- 


рывной ограниченной граничной функции |: 9У —К. 
Это следует непосредственно из леммы 22.16. 


Наконец, укажем один простейший геометрический признак 
регулярности граничной точки. Так как регулярность является 
локальным свойством, которое инвариантно относительно биго- 
ломорфных отображений, то достаточно сформулировать этот 
признак для случая Ус С. 


22.18. Предложение. Пусть У — открытое подмножество 
в С, aEOY и существует круг 


О = {2 ЕС: |z—m|<r} (тТЕС, г>0), 


такой, что аЕдО u БпуУ= с. Тогда а— регулярная точка 
для У. | 
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ат 
2 


Доказательство. Положим с:= ‚ см. рис. 6. Тогда 


ВЕ 105—108 |2—с| 


определяет барьер в точке а и, таким образом, а— регулярная 
граничная точка. 


$ 23. Счетность топологии 


В этом параграфе мы доказываем теорему Радо о том, что 
всякая риманова поверхность обладает счетной топологией. 
(Для компактных римановых поверхностей это, конечно, три- 
виально.) Кроме того, для дальнейших применений мы строим 
специальные исчерпания некомпактных римановых поверхно- 
стей. 


23.1. Лемма. Пусть X и У — топологические пространства 
и |: ХУ — непрерывное, открытое u сюръективное отобра- 
жение. Если X имеет счетную топологию, то У — тоже. 


Доказательство. Пусть  — счетный базис топологии вХи 
3 =4Р(И): VEN. 


Тогда ® есть счетная система открытых подмножеств в У. Мы 
докажем, что % является базисом топологии в У. - 

Пусть О —открытое подмножество в УииЕД. Надо пока- 
зать, что имеется УЕ №, такое, что уЕУ CD. Так как f сюръек- 
тивно, то существует ХЕХ с f(x)=y. Множество {-* (О) яв- 
ляется открытой окрестностью X. Поэтому существует (ЕЦ 
слей с Г" (0). Тогда для У: = 
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23.2 Лемма (Пуанкаре — Вольтерра). Пусть Х — связное 
многообразие, У — хаусдорфово пространство со счетной топо- 
логией и |: Х-—+У— непрерывное дискретное отображение. 
Тогда Х тоже имеет счетную топологию. 


Доказательство. Пусть Й—счетный базис топологии в У. 
Обозначим через % семейство всех открытых подмножеств V 
в Х со следующими свойствами: 


(Г) У имеет счетную топологию, 
(11) У есть связная компонента некоторого множества вида 


(U) с (ЕЙ. 


(а) Утверждение: % есть базис топологии в X. 


В самом деле, пусть О — открытое подмножество в Хи 
xeD. Надо показать, что имеется УЕ * схЕТУср. Так как f 
дискретно, то существует относительно компактная открытая 
окрестность W < D точки x, такая, что О не пересекает слой 
[-1 (1 (х)). Множество }(0) компактно, значит, замкнуто и не 


содержит точку f(x). Поэтому имеется (ЕЦ с { (ЕЦ и 
Ип/ (90) = ©. Пусть У— та связная компонента }-* (Ц), кото- 
рая содержит точку x. Так как УПОЙ = ©, то УС У и по- 
этому У имеет счетную топологию, т. е. УЕ». `Утверждение 
(а) доказано. 


(5) Далее, убедимся, что для каждого У, Е % существует не 
более чем счетное число УЕ 3 с У, ПУ=Е б. Для каждого ÜUEN 
связные компоненты f!(U) попарно не пересекаются, и так 
как У, имеет счетную топологию, то может быть лишь не более 
чем счетное множество этих связных компонент. Так как U 
тоже счетно, то отсюда следует наше утверждение. 


(с) Докажем теперь, что семейство % счетно. 

Фиксируем VFED и для nEN определим множество 3, CD 
следующим образом: %, состоит из всех УЕ», для которых 
существуют элементы У У, ..., И, Е», такие, что 


и Е р ПА 
Так как X связно, то UM, =». Таким образом, достаточно 


ne 
показать, что каждое %, счетно. Это доказывается по индукции. 
Семейство %, ={У*} тривиальным образом счетно. Пусть уже 
известно, что %, счетно. Тогда непосредственно из (b) следует, 
что 1 тоже счетно. 
Этим доказано, что Х имеет счетную топологию. 


23.3. Предложение (Радо). are риманова поверхность 
имеет счетную топологию. 
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Доказательство. Пусть U — координатная окрестность Ha X. 
Выберем два компактных непересекающихся круга K„ K,cU- 
и положим У := Х\ (К, 0К,). Так как граница дУ =0K,UOK, 
удовлетворяет условию регулярности из предложения 22.18, 


то существует непрерывная функция u: Y—R, которая в У 
гармонична и удовлетворяет граничным условиям 


и| К, =0, НВА: = Г. 


Поэтому ®:= ди в У является отличной от тождественного 
нуля голоморфной дифференциальной формой. На универсаль- 


ном накрытии р: У—+У форма р*® обладает голоморфной пер- 
вообразной функцией /. Так как } не постоянна, то отобра- 


жение fi У—+С удовлетворяет условиям леммы 23.2 и, значит, 


У имеет счетную топологию. Но тогда, по лемме 23.1, У имеет 
счетную топологию. Так как X=YUU, то X тоже имеет счет- 
ную топологию, ч. т. д. - 

Имея в виду дальнейшие применения к доказательству 
аппроксимационной теоремы Рунге, мы докажем еще сущест- 
вование специальных исчерпаний римановых поверхностей. 
Для этого определим сначала известный оператор оболочки. 


23.4. Определение. Пусть Х — риманова поверхность. Для 
подмножества У < X обозначим через A(Y) объединение У co 
всеми относительно компактными связными компонентами мно- 
жества Х\\ У. Открытое подмножество YC X называется множе- 
ством Рунге, когда У =й (У), т.е. когда SE не имеет KOM- 
пактных связных компонент. 

Легко проверяются следующие свойства: 


(1) В (В (У)) =Ё(У) для всех Усх, 
перегрев. 
Замечание. Если надо указать зависимость OT X, мы пишем 


точнее: Ay(Y) вместо й (У). В связи с этим приведем следую- 
щий пример. Пусть 


= {2 ЕС: 1<|2|< 3}. 


Рассмотрим сначала У как подмножество С, а затем как 
подмножество C*. Тогда 


йс (У) eh |2| <, 
ho: (Y)= == 
23.5. Предложение. /Густь У — подиножество римановой no- 
верхности X. Тогда 
(1) У замкнуто = В (У) замкнуто, 
(ii) У компактно = № (У) компактно, 
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Доказательство. (1) Пусть C,, ГЕ Л, суть связные компо- 
. ненты Х\У. Так как Х\У открыто и Х — многообразие, то 
все С, открыты. Пусть С,, [Е Л.,,— те из компонент С,, которые 
относительно компактны. Тогда 


ХУ (У) = Ц{С;: Е 


и это множество открыто. Поэтому й (У) замкнуто. 


(ii) Можно считать, что У =- ©. Пусть И — открытая отно- 
сительно компактная окрестность У и С,— те же, что и выше. 


Утверждение (а). Всякая С, пересекает U. 
Если это не так, то С, принадлежит Х`\\И и, значит, 


ЕЖУ. 


Так как С,—связная компонента Х`\У, то отсюда следует, 


что С, =С, и, значит, С, — одновременно открытое и замкнутое 
подмножество Х, что противоречит связности Х. 


‘Утверждение (5). Только конечное число С, пересекает ди. 
Это следует из того, что ДИ — компакт, а С, „— попарно не пере- 
секающиеся открытые множества, объединение которых покры- 
вает OU. 


Теперь утверждение (11) доказывается уже просто. Пусть 
С,, JE Jo, относительно компактные связные компоненты 
У и С,, ..., Си-—те из них, которые пересекают OU. 

Прочие 2 согласно (а), целиком содержатся в U. Таким 


образом, 
она, 9: Обь, 


т.е. (У) —относительно компактное, а ввиду (1) и компакт- 
ное подмножество Х. 


23.6. Следствие. Пусть X — некомпактная риманова поверх- 
ность. Тогда существует последовательность K,, [Е №, ком- 
пактных подмножеств в Х со следующими свойствами: 


(i) К,=й(К,) для всех |, 
(i),K,-i < К для всех ЕТ, 


(1) и К,=Х. 
j=0 


Доказательство. Так как Х имеет счетную топологию, 
то существует последовательность компактных подмножеств 
КЕкК,Е К, с... в Хс ИК, =Х. Мы построим последова- 
тельность К, по ‚ индукции. 


Начало индукции. Положим К, := й (Ко). 
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Шаг индукции. Пусть K;, ..., К» со свойствами (1) и (ii) 
уже построены. Тогда в Х найдется компактное множество М 
с КИК, “М. Положим Кии := В (М). | 

Тогда для построенной таким образом последовательности 
K,, JEN, выполняются условия (1), (ii) и (iii). 


23.7. Лемма. Пусть К; и К, —компактные подмножества 


римановой поверхности X, такие, что K, CK, и h(K,)=K 
Тогда существует открытое множество Рунге У в X, такое, 
что К СУСК,. Кроме того, У можно выбрать так, что его 
граница регулярна относительно задачи Дирихле. 


Доказательство. У каждой граничной точки хЕ OK, найдется 
координатная окрестность И, которая не пересекает К:. В U 
выберем компактный круг D, содержащий x внутри себя. Конеч- 
ное число таких кругов, скажем D,, ..., D,, покрывают ОК.. | 


Мы полагаем 
=K,\(D,U...UD,). 


Тогда У открыто uK,CYcK,. Пусть С,, [Е J, суть связные 
компоненты Х\К.. По условию, ни одна из них не является 
относительно компактной. Каждое D, связно и пересекает по 
крайней мере одну С,. Поэтому каждая связная компонента 
Х\У тоже не является относительно компактной и, значит, 
У=й (У). По предложению 22.18, все граничные точки MHO- 
жества У регулярны. 


23.8. Предложение. /Тусть У— открытое множество Рунге 
на римановой поверхности X. Тогда всякая связная компонента У 
тоже является множеством Рунге. 


Доказательство. (а) Пусть У;, ГЕ /,— связные компоненты 
множества У. Так как У открыто, а Х — многообразие, то все 
У; открыты. Пусть А := XNY есть дополнение к У. Связные 
компоненты А,, ЕЕК, множества А, по условию, замкнуты, _ 
но не компактны. 


(5) Утверждение. Для каждого [21 имеем У, ПА = ©. 
В противном случае У, СУ. Так как 
У. Я U Y,=&, 
= 


то из этого: следовало бы равенство rin которое противо- 
речит связности Х. 

(с) Утверждение. Для всякой связной компоненты С в ХУ; 
множество СПА непусто. 

В противном случае нашлось бы ji, такое, что С ПУ, = ©. 
Так как С замкнуто, а У, связно, то из этого следовало бы, 


что в С, а тогда из (b) получается, что СПА=2Е В. 


< 
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(4) Пусть С —связная компонента в ÄNY,. Согласно (с), 
С пересекает по крайней мере одно А, и, значит, С > А,. Так 
как А, не компактно, то С тоже не компактно. Отсюда следует, ‚ 
что У, —множество Рунге. 


23.9. Предложение. /Густь Х — некомпактная риманова по- 
верхность. Тогда существует последовательность У ЕУ, ©... 
относительно компактных областей Рунге, такая, что 
UY,=X, причем каждая У, имеет регулярную границу отно- 
сительно задачи Дирихле. 


Доказательство. Достаточно показать, что для каждого 
компакта К < X существует область Рунге YEX с регуляр- 
ной границей, такая, что КС У. 

Для К мы можем найти связное компактное множество 
К, > К, а также компактное множество А, с К, с К,. По лемме 
23.7, существует открытое множество Рунге У, с К сУ, < 
с й(К,) и с регулярной границей. Пусть У есть связная ком- 
понента Y,, в которой лежит K,. Согласно (23.8), У тоже яв- 
ляетёя множеством Рунге, а в силу замечания 22.14, оно имеет 
регулярную границу, ч. т. д. 


$ 24. Лемма Вейля 


В этом параграфе мы вводим понятие распределения. Распре- 
деления —это обобщенные функции. В классе распределений 
можно неограниченно дифференцировать. Поэтому можно рас- 
сматривать решения дифференциальных уравнений в смысле 
распределений. Лемма Вейля утверждает, что для уравнения 
Лапласа Аи =0 оба понятия решения совпадают, т. е. всякое 
гармоническое распределение является бесконечно дифферен- 
цируемой функцией в классическом смысле, и эта функция удов- 
летворяет уравнению Лапласа. | 


24.1. Пусть Х — открытое подмножество комплексной плос- 
кости С. Обозначим, как и выше, через & (X) векторное про- 
странство бесконечно дифференцируемых (относительно веще- 
ственных координат) функций fi Х-+С. Носителем Supp (f) 
такой функции (относительно X) называется замыкание (в X) 
множества {хЕХ: } (х) 20}. Мы полагаем 


D(X):= {fEE (X): Зирр (1) есть компакт в X}. 


В векторном пространстве D(X) введем следующее понятие 
сходимости: мы говорим, что последовательность (},), «№ функ- 
ций из 2(Х) сходится к JEZD(X), и обозначаем это как 


iv >Ь если 
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(1) существует компактное подмножество Кох, такое, что 
Зирр ({,) CK для всех УЕМ и $ирр (рек, — 

(ii) для каждого = (%,, &,) Е № последовательность Def, 
сходится равномерно на К к 09}. 
0% +» 
дхба дубе ` 

Таким образом, сходимость в D(X)—3T0 намного более 
сильное условие, чем поточечная или равномерная сходимость 
последовательностей функций. 


Здесь О“ — дифференциальный оператор ДО“ = 


24.2. Определение. Пусть Х открыто в С. Распределение 
на Х — это непрерывное линейное отображение 


Т: DQ(X)—C, 1+ ТП. 
Непрерывность Т здесь означает, что из vz f следует сходи- 


мость Т [f,]— T|[f] (как числовой последовательности в С). 
Множество всех распределений на Х образует векторное 
пространство, которое обозначается через D’ (X). 


24.3. Примеры. (a) Всякой непрерывной функции АЕ $ (Х) 
можно сопоставить следующее распределение T,„ED (X). Для 
fEDI(X) пусть. | 

ть: = (2) (дах (e=x-+iy). 
X 


Ясно, что отображение }->Т,[!]| линейно и непрерывно. Если 
hi, ПЕС (Х) и Ты [||=Ть, [7] для всех FED(A), то В, =Й.. 
Поэтому. (линейное) отображение 


ERS DU, ВЕЕТ. 
инъективно. Таким образом, непрерывные функции Ha X мож- 


но отождествлять с соответствующими им распределениями. 
(5) Пусть аЕХ. Для FED(X) положим 
г. в„[ := la). | 

Тем самым определено распределение 6, Е 9’(Х), дельта- 


функция Дирака в точке а. Это распределение нельзя пред- 
ставить функцией, как в примере (а). 


24.4. Дифференцирование распределений. Пусть РЕФ (Х) и 
FED(X). Тогда для каждого @ == (4, а,) Е № 


(и (2) Ра [(г) ахау = (вина (Ц 1 (2) Рав (г) ахау. 
X , X 
Это доказывается (0: -+@,)-KPATHbIM интегрированием по час- 


тям. Так как f имеет компактный носитель, то все граничные 
члены при этом пропадают. | 


| 
| 
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Таким образом, в обозначениях примера (24.3а) имеем 
Тре [= (—1 ТО}, |%|:= 0 4.. 


На этой основе вводится следующее определение: для TED’(X) 
полагают 


(DeT)[f]:= (—19Т [2<] для всех {Е 52 (Х). 


Так как из era следует Баз, > Ба}, то отображение DT: 


D(X)—C непрерывно, т. е. DeTED’(X). Из сказанного. 
выше вытекает, что для дифференцируемых функций произ- 
водные в обычном смысле и в смысле распределений — одно и 
то же. 


24.5. Лемма. Пусть задано открытое подмножество ХС, 
компактное подмножество Кс Х и открытый интервал ICR. 
Пусть 8: Хх[-—С— бесконечно дифферениируемая (в веше- 
ственном смысле) функция с Supp (5) = КхГи T— pacnpedene- 
ние на X. Тогда функция 1->Т,[5 (2, t)] на Г бесконечно диф- 


ференцируема и 
а до (2, £) 
(3) Та [2 (2; )] a. Г. N . 
Здесь индекс г означает, что T действует Ha g(2, Г) как_ 
на функцию от 2, а Г рассматривается как параметр. 
Таким образом, действие распределения на функцию, ко- 


торая зависит от параметра, перестановочно с дифференциро- 
ванием по этому параметру. 


Доказательство. Достаточно доказать соотношение (*). 
Тогда его повторное применение показывает, что Т 2 [8 (2, 0] 
можно бесконечно дифференцировать по #. 

Из линейности Т следует, что 


ZT, [e@, 8] — lim (7, [ (г, t+h)]—T,[g (2, ] = 


-!im 7, [660]. 


R>0 
Для фиксированного ZE/ и достаточно малого hER* пусть 
1 
К (2): == (в (е, t+h)—g(e, 0). 
Тогда |, Е 52 (Х) и | 


90 (., 1 
nz rm при h—0. 
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Отсюда, ввиду непрерывности Т, следует, что 
НР = ae RER 
h>0 0: 


Следующая лемма утверждает, что действие распределения на 
функцию, которая зависит от параметра, перестановочно и с 
интегрированием по этому параметру. 


24.6. Лемма. Лусть X, У— открытые подмножества в С и 
KcX, ГУ — компактные подмножества. Пусть, далее, с: 
ХхХУ — С есть бесконечно дифференцируемая (в вещественном 


смысле) функция с Supp(g)CKxL. Тогда для всякого распре- 
деления Т на X имеем 


т | \) в (2, ОЧ an] = N Т,[8 (2, 9] 441 (=E-+in). 


Доказательство. Из (24.5) следует, что T,[g (г, &)] являет- 
ся вещественно бесконечно дифференцируемой функцией отно- 
сительно &=&- in, поэтому интеграл в правой части опреде- 
лен. Пусть Ю<С есть прямоугольник со сторонами, парал- 
лельными координатным осям, который охватывает [. Мы 
полагаем, что функция g (2, 6) продолжена нулем на Кх(Ю\ Г). 
Для каждого п > 0 разобьем R на ип? меньших прямоуголь- 
ников Rav, У=1, ..., n?, разбивая стороны на п равных час- 
тей, и выберем в них по точке („Е Rav. Пусть F есть пло- 
щадь прямоугольника Ю. Тогда римановы суммы 


ЕР 
Ц» (г) : = та 8 (2, бих) 
У=1 
сходятся при n— 00 к интегралу \\ 5 (г, с) а ат. Для вся- 


а 
кого п имеем Supp (G,)CK, поэтому 


ziel. Офа (no) 


Из непрерывности Г теперь следует, что 
T, | $ =(2, 9 dan | = lim T[G,]=\\ T,[g (2, 9] 4 an. 
у п>о Y 


24.7. Регуляризация (сглаживание) функций. Выберем функ- 
цию рЕ 52 (С) со следующими свойствами: 


(1) Зирр (р) < {2 ЕС: |2| < Ц}, 
(ii) осимметрична относительно вращений, т. е. рф (2)=p (|2|} 
для всех 2ЕС, 


7 № 442 
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Gi) р (х- ш) ахау=1. 
OÖ 


Для e>0 u 2ЕС положим 
1 2 
ре (2) :=-з р (=). 
Тогда Supp (о) = {2 EC: |2| <=} и 
ре (х- 2) Ахау=1. 
Ö x 


Пусть В (2, e) обозначает открытый круг с центром 2 и pa- 
диусом в, и пусть В (г, =) —его замыкание. 
Если ИС — открытое множество, то 
(® := {26 0: B(z,e)cU} 
также открыто. 


Для непрерывной функции [: Ц —С мы определим новую 
функцию зт. |: Ц® —+ С, полагая 


(те de) := (ре (2—9) Flo de an (G=E-+in). 


U 


Очевидно, что sm. Е © (И ®), так как можно дифференцировать 
под знаком интеграла. Функция $т.} называется регуляриза- 
цией | 

Замечание. Это определение, естественно, зависит от выбора 
функции р. Обозначение sm взято от английского «smoothing», 

24.8. Лемма. Пусть ИсС открыто, FEE(U) и =>0. 

(а) Для всех «Е № имеем 

D° (sm, }) = эт (Вер. 
(b) Если zEU® u | гармоническая в В (г, e), то 
(те р) (2) =[ (2). 

Доказательство. (а) Для zEU(® заменой переменной ин- 

тегрирования получаем | 


(smef) (2)= ! | р ОРе-+ 94а 
15| <= 
и, значит, 


ре (m. @)= || ре (Dr | (2+9 44 = 


61 < 


= } pe (2—5) D* [ (5) 45 аи = эт: (D* [) (2). 
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(b) Если [в B(z, e) гармоническая, то для всех гЕ[0, =] 
имеет место теорема о среднем (22.4): 


Кая} Fle+re®) db. 


Отсюда получается, что 


(ть [) (2)= \\ ре (ЭЁ@а-+94&ач= 


181 <= 

= || pen) Fle+re®) r dr dd= \p.(r)rdr-2nfle)=fl2), 
o<rse 0 
0<90<2л 


так как 


1 = } ре (Е 1) 48 ат ый ре (г) гаг. 


24.9. Предложение (лемма Вейля). Пусть И —открытое 
множество в С и T— распределение на U, такое, что АТ =0.. 
Тогда Т — бесконечно дифферениируемая функция. 

_Или по-другому: Пусть Т: D(U) — C— непрерывный ли- 
нейный функционал с Т[Аф|]=0 для всех PgED(U). Тогда 
существует функция АЕФ(И) с Ah=0 u 


ТА = }) й (2) (2) ахау для всех FED(U). 


Доказательство. Пусть дано произвольное > 0. ДлягЕ U@ 
функция б->о. (2—6) имеет компактный носитель в U, и по- 
этому определена 

| й (2) := Те [6 (2—0)]. 


По (24.5), функция 2->й(2) принадлежит © (0 ®)). Очевидно, 
достаточно показать, что для каждой функции [Е 5 (С) в 
Зирр (EU 


(1) ТЯ =) (2) (дахау. 


(=) 


Функция зт,} имеет компактный носитель в И и, согласно 
(24.6), 


(2) Timi]=T; | ве (2—9) [(2) ed = || и(=) [ (2) ахау. 


и (8) 


7* 
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По (13.3), существует функция фЕФ@ (С) с Av=f. Функция ф 
гармоническая в У: = UN $ирр (f) и, значит, по (24.85), 


Y=sm,bd в У®. 


Поэтому ф:= ф—т.ьф имеет компактный носитель в U и, 
согласно (24.8а), 


Аф=А (ф— sm, ф) = Ap— sm, (Аф) = [— ть {. 
Так как АТ =0, то T[Ay]=0 и, значит, 
T [f]J=T [т f+Ag]=T [те f]. 
Отсюда и из (2) получается соотношение (1), ч.т. д. 
24.10. Следствие. //ycmo Т — распределение на открытом мно- 


oT 
жестве UCÜ с ЕК 0. Тогда Т есть голоморфная функция в U. 


oT 
Доказательство. Так как — =0, то также 


Аа 2 (21-9 
(24. 


и, значит, ТЕФ (U), согласно 9). Так как 97 —=0, то функ- 


ция Т голоморфна. 


Замечание. Доказанная здесь только на плоскости, лемма 
Вейля справедлива также (почти дословно с тем же доказа- 
тельством) для гармонических распределений в К”. Но лемма 
‘Вейля —только частный случай общих теорем регулярности 
для эллиптических дифференциальных операторов на диффе- 
ренцируемых многообразиях, см. [34], [43]. 


$ 25. Аппроксимационная теорема Рунге 


Классическая аппроксимационная теорема Рунге утверждает, 
что в односвязной области УсС всякую голоморфную функ- 
цию можно аппроксимировать равномерно на компактах функ- 
циями, голоморфными на всей плоскости С (а значит, и мно- 
гочленами). Эта теорема была распространена Бенке — Штейном 
[51] на произвольные некомпактные римановы поверхности X. 
Если хотят аппроксимировать все голоморфные функции в 
открытом множестве Ус Х функциями, голоморфными на X, 
то односвязность заменяется условием, что Х\У не имеет 
компактных связных компонент. Мы здесь приведем, следуя 
Мальгранжу [56], функционально-аналитическое доказательство 
аппроксимационной теоремы Рунге, основанное на лемме 
Вейля. 
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25.1. Пусть Х —риманова поверхность и УсХ — открытое 
подмножество. Мы хотим ввести на пространстве © (У) диф- 
ференцируемых функций в У структуру пространства Фреше. 
Для этого выберем счетное семейство компактных множеств 


K,cY, lEJ, С ИК, = —=У так, чтобы каждое К, содержалось 
В ‘некоторой координатной окрестности (U,, 2). Для [ЕЛ и 


v=(v, %,) Е № определим полунорму р»: © (У) —R,, полагая 
р» (В := sup |DYF (а). 
аЕ К, 


д \v д \VYa | 2 
Здесь DY= Er ET ) (37 бу. ) — дифференциальный оператор отно- 
J 


сительно координаты =, Это счетное семейство полу- 
норм р» определяет на © (У) топологию, в которой базис 
окрестностей нуля состоит из конечных пересечений множеств 
вида 


94 (Рух, 8) := TERN): pa <=}, =>0. 


Сходимость [„— [ относительно этой топологии означает рав- 
номерную сходимость функций и всех их производных на 
каждом К,. С этой топологией © (У) становится пространст- 
BOM Фреше. Легко убедиться, что эта топология не зависит 
от выбора К, и (0,,2,). На векторном подпространстве 
0(У)=о (#3 индуцированная топология совпадает с тополо- 
гией компактной сходимости, так как для голоморфных функ- 
ций из равномерной сходимости на компактах вытекает такая 
же сходимость всех производных. Аналогично вводится струк- 
тура пространства Фреше на векторном пространстве ©°, 1 (У) 
дифференциальных форм типа (0, 1) на У с дифференцируе- 
мыми коэффициентами. Элемент WEE"!(Y) над U, можно 
записать как ® = [‚dz; с F,ES(U,NY); по определению пола- 
гают 


Ру» (©) : = sup | РТ, (а) |. 
аЕК, 


Структура пространства Фреше получается, как и выше, при 
помощи полунорм ру». 


25.2. Лемма. Пусть У —открытое подмножество римано- 
вой поверхности Х. Тогда всякое непрерывное линейное ото- 
бражение Т: © (У) —+С имеет компактный носитель, т. е. 
существует компактное подмножество К=У, такое, что 


T[f]=0 для вех [Е (У) с Sup(eYNK. 
Аналогичное утверждение имеет место с заменой © (У) на 


Er 1 (У). 
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Доказательство. Так как Т непрерывно, то найдется ок- 
рестность нуля в © (У), такая, что | Т[} || < 1 для всех [Е 94. 
По определению топологии в © (У), с обозначениями из (25.1), 
существуют элементы ]1, ..., Im& Js Ya ..., DEN из >0, 
такие, что 


Ups» ®) ПП... ПЕ (фу, ICH. 


Пусть K:=K,U... UK;„. Мы теперь покажем, что T[/]=0 
для всякой [Е Ф(У) с Зирр(РсУ\К. В самом деле, для 
произвольного A > 0 имеем 


Рун (МР = +. — Pijimym AN)=0 
и, значит, МЕЧ и |T[A] < 1. Ho из этого следует, что 
< 1/^, для всех A>(0, а это возможно тогда и только 
тогда, когда Т [f]=0, ч. т. д. 
25.3. Лемма. Пусть & —открытое подмножество римано- 
вой поверхности X и 5: &"!(X) —>С— непрерывное линейное 


отображение с $ [96] =0 для всех с Е @ (X) с Зирр (5) EZ. Тогда 
существует голоморфная дифференциальная форма сЕЗ (7), 
такая, что 


$[6] = } оле 


для всех EE"!(X) с Supp(o)EZ. 

Доказательство. Пусть 2: Ц —УсС есть карта на X, при- 
надлежащая Z. Мы отождествляем И с У. Для фЕЗ(И) 
обозначим через ф ту дифференциальную форму из 6°. 1 (Х), 
которая равна pdz на U, а на ХМ U равна нулю. Тогда ото- 
бражение 


би: 2 (И) >С, ф->5$[$], 


является распределением на U, которое обращается в нуль 
на всех функциях ф вида ф =05/0г, gED(U), т. е. ISu/d2=0. 
Поэтому, согласно следствию 24.10, существует однозначно 
определенная голоморфная функция hEG(U), такая, что 


$19] = } и Ф@) 42 л@ для всех PED(U). 


Положим ou :=hdz; тогда 
9 [©] = \ \ било 
U 


для всех WEE"!(X) в Supp(o)EV. 
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Проведем ту же конструкцию относительно другой карты 
2’: U'—YV’; тогда получится дифференциальная форма си. Е ®(И”) 
с соответствующими ‘свойствами. Поэтому 


соло =} } си, ло 
U U’ | 


для всех WEE"!(X) с $ирр (6) Е И ПИ’. Отсюда следует, что 
ои =00, на UNÜU’. Поэтому си объединяются в одну диффе- 
ренциальную форму соЕФ (7), такую, что 


(+) $[9] = } ло 


для всех W@EE"!(X), у которых носитель компактно принад- 
лежит некоторой карте в 2. Если @E&" 1 (Х) — произвольная 
дифференциальная форма с Supp (®) ЕЙ, то при помощи раз- 
биения единицы можно построить разложение «=, -... + о,, 
такое, что для каждой ®, справедлива формула (*). Из этого 
следует, что 


s[o]=% => ) фоло, = Доле 


25.4. Предложение. Густь У — относительно компактное 
множество Рунге на некомпактной римановой поверхности Х. 
Тогда для всякого открытого множества У’, такого, что 
Усу’ЕХ, образ при отображении сужения GEM 
является плотным относительно топологии компактной схо- 
димости. 


Доказательство. Обозначим через В: 6 (У' )—e(Y) ото- 
бражение сужения. Чтобы доказать, что В (6 (У’)) плотнов 0 (У), 
по теореме Хана— Банаха достаточно показать (см. приложе- 
ние B.9), что 


Bent 7; & (У) —С — непрерывный линейный функционал, 
такой, что T|B(6(Y'))=0, то и T|6(Y)=0. 


Доказательство. Определим линейное отображение 
9: E" 1(X)—C 
следующим образом. Для ФЕ ©” *(X), согласно (14.16), сущест- 
вует функция FEE(Y'), такая, что д} =®|У’. Положим 
s[o]:= ПУ]. 
Это определение не зависит от выбора {, так как если и 
де=®|У', то [—6Еб(У’) и, значит, по предположению, 
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Tf—g)IY]>=0. Покажем теперь, что $ также непрерывно. 
Для этого рассмотрим векторное пространство 


у: = 10, NEE 1 (Х)х6 (У): F=olY'). 


Это есть замкнутое векторное подпространство в &°, *(Х) х @ (У’), 
и, значит, оно само является пространством Фреше. (Это сле- 
дует из того, что отображениед: & (У’) —+ 6*, 1 (У’) непрерывно.) 
Проекция pr,: И-—+©°'1(Х) сюръективна и, значит, по 
теореме Банаха, является открытым отображением. Отобра- 
жение Ворг,: У — © (У) непрерывно. Так как диаграмма 


ven 

РГ: $ Т 
©°1(Х) — С 
по определению коммутативна, то из непрерывности T сле- 
дует непрерывность 5. 

По лемме 25.2, существует компактное подмножество КсУ, 
такое, что | | 

(| Т[=0 для всех FES(N с Supp()eY NK, 
и компактное подмножество LCX, такое, что | 

(2) $ [©] =0 для всех «Е 6” (Х) с Supp(@)CÄNL. _ 

Если СЕ Ф(Х)— функция с $ирр (5) ЕХ` К, то S[ög]= 
= T[g|Y]=0. Таким образом, по лемме 25.3, существует 
голоморфная дифференциальная форма о Е 8 (Х`\\К), такая, что 


S [®] = (\ OA® 
XNK 

для всех WEE"!(X) с Supp(o)EX NK. Согласно (2), долж- 
но быть o|XN(KUL)=0. Никакая связная компонента 
в Х\\Й(К) не является относительно компактной, и поэтому 
каждая из них пересекает X \ (K UL). Из теоремы единствен- 
ности следует, что в | Х`\\ #(К) =0, т. е. 

(3) S[e]=0 для всех wEE"!(X) с $ирр (о) еХ`\\ (К). 

Пусть теперь {Е б(У). Покажем, что T[/]=0. Так как 
У — множество Рунге, то Й(К)СУ. Поэтому существует 
функция gE&(X), такая, что |= в окрестности й (К) и 
Зирр (5) Е У. Согласно (1), Т[{|=Т [8 |У |, а по определению $, 
Т[=#|У]=5 [95]. Так как g голоморфна в окрестности # (К), то 
Зирр (05) Е Х\\ №(К) и, значит, $ [95| =0, согласно (3). Резю- 
мируя, мы получаем, что T|/]=0 для всех [Еб(У), ч.т. д. 


25.5. Аппроксимационная теорема Рунге. //ycmb Х — некол- 
пактная риманова поверхность и У —открытое подмножество 
в Х, дополнение к которому. не содержит компактных связ- 
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ных компонент. Тогда всякую голоморфную на У функцию 
можно аппроксимировать голоморфными функциями на Х, рав- 
номерно на компактных подмножествах в У. 


Доказательство. Достаточно рассмотреть случай, когда У 
относительно компактно в Х. Пусть заданы ГЕ 0(У), компакт- 
ное подмножество KCY u #>0. Согласно (23.9), существует 
исчерпание У, СУ, ЕУ, Е... поверхности Х областями Рунге, 
такое, что У, : = У СУ,. По предложению 25.4, найдется голо- 
морфная функция f,E6(Y,), такая, что 


[— Нк < 2-е 


(здесь | |к обозначает зир-норму на К). 
По индукции, из предложения 25.4 получается последова- 
тельность функций }, Еб(У,), таких, что 


Ir —f-ılr,_ ,<2"e для всех n>2. 


Для каждого nEN последовательность (fy)v> n сходится равно- 
мерно на \У,. Поэтому существует голоморфная на всей X 
функция РЕб(Х), которая на каждом У„ является пределом 
последовательности (fy)v>n. Эта функция, по построению, 
удовлетворяет неравенству | Ё—{|к < :, ч. т. д. 


25.6. Предложение. /Густь Х — некомпактная риманова no- 
верхность. Тогда для всякой дифференциальной формы ®Е 


Е©*°1(Х) существует функция {Е 6(Х), такая, что 0] =@. 


Доказательство. Для всякого относительно компактного 
подмножества YEX, согласно (14.16), существует функция 


СЕФ (У) с dg=w|Y. Теперь мы докажем наше предложение, 
подобно предложению 13.2, методом исчерпания. 

Пусть Y,EY,EY,€©... есть исчерпание X областями Рунге, 
как в (23.9). Построим индукцией по п функции [, Е ©(У,), 
такие, что 

(1) д}, =®|У,, 

(11) ner en 
В качестве функции А Ес (Y,) выберем произвольное решение 
дифференциального уравнения О =®|У.. Пусть |, ..., Fr 
уже построены. Существует 5,.: Е © (У„+1), такая, что да„.:= 
—=©|У,.:. На У, имеем Og,+1=0f, и, значит, &„+:—{, TONO- 
морфна Ha У,. По аппроксимационной теореме Рунге, суще- 
ствует АЕОб(У,, 1) с 

Ir ВУ 32". 


Мы полагаем [+1 :=@,41—Й. 


8 №4 
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Тогда Оу rar И и 27. Как 
и в доказательстве (13.2), теперь получается, что функции ], 
стремятся к решению Е &(Х) дифференциального уравнения 


д =. 


$ 26. Теоремы Миттаг-Леффлера 
и Вейерштрасса 


Теперь мы займемся построением мероморфных функций с за- 
данными главными частями, соотв. с заданными нулями и 
полюсами, на некомпактных римановых поверхностях (т. е. 
аналогами теорем Миттаг-Леффлера и Вейерштрасса в комп- 
лексной плоскости). В $ 18 и 20 мы уже изучали аналогич- 
ные проблемы на компактных римановых поверхностях. Там 
для разрешимости этих проблем надо было ставить опреде- 
ленные условия (предложения 18.2 и 20.7). Здесь же мы уста- 
новим, что Ha некомпактных римановых поверхностях аналоги 
теорем Миттаг-Леффлера и Вейерштрасса справедливы без 
всяких ограничений. 


26.1. Предложение. Для всякой некомпактной римановой 
поверхности Х имеем 


HM (X, 6)=0 


Доказательство. По теореме Дольбо (15.14), M(X,O) = 
= 6°" (X)/0& (X). Ho, no предложению 25.6, E&"!(X)=06@ (X), 
т. е. H(X,0)=0. 


Замечание. Предложение 26.1 является частным случаем 
так называемой теоремы В, принадлежащей Картану и Серру 
и справедливой для любого п-мерного многообразия Штейна, 
см. [31], [33]. 


26.2. Напомним понятие системы Миттаг-Леффлера, см. 
(18.1). Пусть Ц=(И;): /—открытое покрытие римановой по- 
верхности X. Семейство u=(f,)ier мероморфных функций 
Е ((;) называется системой Миттаг-Леффлера, когда раз- 
HOCTH er голоморфны в U,NU,, т. е. [; и Г, имеют оди- 
наковые главные части в U,NU,. Под решением такой сис- 
темы и понимается глобальная мероморфная функция JEM(X), 
такая, что для каждого el разность /—f, голоморфна в U... 
Семейство разностей ,;:=1;—f,€E6(U,NÜU,) определяет ко- 
цикл ({,,) Е 21 (И, 0). Мы доказали в (18.1), gro u разрешима 
' тогда и только тогда, когда разрешим этот коцикл, т. е. 

([11) Е В: (И, 6). Поэтому из предложения 26.1 следует 
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26.3. Предложение. На некомпактной римановой поверхно- 
сти всякая система Миттаг-Леффлера разрешима. 


Теперь перейдем к аналогу мультипликативной теоремы 
Вейерштрасса. Здесь для заданного дивизора О: X —Z на 
римановой поверхности Х ищется мероморфная функция 
ГЕ cA* (Х), которая имеет нули и полюсы (с учетом кратностей), 
описываемые дивизором Д, т. е. ()=D; см. определения 16.1 
и 16.2. В (20.1) мы определили понятие слабого решения. 


26.4. Лемма. Всякий дивизор D na некомпактной рима- 
новой поверхности Х обладает слабым решением. 


Доказательство. (а) Выберем последовательность Кут, К.,... 
компактных подмножеств в Х со следующими свойствами: 


(i) K,=h(K,) для всех | >1, 
(11) Keks для всех | >|, 
(iii) Re 
Это BO3MOKHO, согласно (23.6). 
(6) Промежуточное утверждение. Пусть %ЕХ`\ К; и 


А, —дивизор с А, (а) =Ти А, (х) =0 для х=2 а,. Тогда суще- 
ствует слабое решение ф для А, с Ф|К; =1. 


Доказательство. Так как К, =й(К;), то a, лежит в неко- 
торой связной компоненте U множества Х`\К,, которая не 
является относительно компактной. Поэтому найдется точка 
aEeUNK;,,, и кривая с, в U с началом а, и концом а,. 
По лемме 20.5, существует слабое решение @, дивизора 0с, 
с Ф[К,;=1. Повторяя эту конструкцию, мы получаем после- 
довательность точек JEAN Кр», VEN, кривых с, в Х \ Ку 
из а: в а, и слабых решений @, дивизоров дс, с @|K;w=l. 
Имеем дс, = А,—А..., где А, —дивизор, который в а, прини- 
мает значение |, а в остальном равен нулю. Поэтому произ- 


ведение ф,ф,...ф, является слабым решением дивизора A,— 
—А,... Бесконечное произведение 
[* 
ф: = 1] 
v=0 


сходится, так как на каждой компактной части в X есть 
только конечное число множителей ==1. Это ф является сла- 
бым решением дивизора А.. 

(с) Пусть теперь р — произвольный дивизор на X, Для 
УЕ № мы полагаем 


Dix), если хЕК,`\К,, 


р,9:=\ КК 
8* 


Eee FR ra ee De 
ee - 


ae Ye Si; 
$ 
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(здесь К, := &). Тогда 
р = > D.; 
v=0 


Так как D, отличен от 0 лишь в конечном числе точек, TO, 
согласно (b), существует слабое решение ф, дивизора D, 
с Yu, |K,= 1. Произведение 


ф: = Ц, 


является тогда слабым решением для D. 


26.5. Предложение. На некомпактной римановой поверхно- 
сти X всякий дивизор D € Div (X) является дивизором некото- 
рой мероморфной функции TEch*(X). 


Доказательство. Так как проблема локально разрешима, 

то существует открытое покрытие И = (И ;):е/ поверхности X 
и мероморфные функпии [, Е о* (И ;), дивизоры которых в U, 
совпадают с D. Мы можем считать, что все U, односвязны. На 
пересечении И; ПИ; функции [; и |, имеют одинаковые нули 
и полюсы, т. е. 
теб" (ПИ) для всех 1, jEl. 
Пусть теперь ф есть слабое решение D, существующее со- 
гласно (25.4). На. U, тогда ф=ф;/; с функцией W,E& (U) без 
нулей на U,. Так как U, односвязна, то существует функция 
ф;Е& (И), такая, что ф,; = ет, т.е. ф=е?! р, на U,. Тогда на 
О; ПИ; имеем 


(#) еб" (И ПИ), 

J 
откуда следует, что P,:=9;—9P;E6(U,NU,). Так как 9, + 
+ Pr =Ф на тройных пересечениях, то семейство функций 
@;; образует коцикл (ф;;) Е 2" (И, 6). Поскольку H!(X, 6) =0, 


этот коцикл разрешим, и, значит, существуют голоморфные 
функции 5; Е0(0,), такие, что 


Фи=Ф—Ф:=8,— 8; на U,NU, 
для всех $, jE/. Из (+) тогда следует, что ei |||,» т. е. 
е'/|,=е", на Ц; ПЦ, 
Поэтому существует глобальная мероморфная функция [Е 


Е «* (Х), такая, что f=efif, на U, для всех [ЕГ. Так как 
Ти [, на U, имеют одинаковые дивизоры, то (1) =), ч.т. д. 
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26.6. Следствие. На всякой некомпактной римановой поверх- 
ности Х существует голоморфная дифференциальная форма 
«ЕО (Х) без нулей. 


Доказательство. Пусть в — непостоянная мероморфная функ- 
ция на Х и /Е-4*(Х)—функция с дивизором — (45). Тогда 
«:=/40 есть голоморфная дифференциальная форма на X, 
нигде не равная нулю. 


26.7. Предложение. //усть X — некомпактная риманова 
поверхность и (ау), \— последовательность попарно различных 


точек, не имеющая предельных точек в Х. Тогда для любых 
наперед заданных чисел с, ЕС существует голоморфная функ- 
ция {Е 0(Х), такая, что f(a,)=c, для всех vEN. 


Доказательство. По предложению 26.5, существует функ- 
ция ЛЕОб(Х), которая в каждой а, имеет нуль первого по- 
рядка, а в остальном отлична от нуля. Для ГЕ № пусть 


ИА {ау}. 
NEL 


Тогда И:= (U ,),.n есть открытое покрытие Х. Мы определяем 
5: Е (И;), полагая g,:=c,/h. Для 152 | имеем 
U,NU,=XN far: УЕ№}, 
и, значит, 1/й голоморфна в (И; ПИ;. Поэтому (5;) Е С* (И, M) 
есть система Миттаг-Леффлера на Х, которая, согласно (26.3), 
обладает решением © Е о (Х). Пусть f:=gh. В U, имеем 
[=eh=gh+l@—-g)h=u+(@—gi)h. 

Так как g—g, голоморфна в U, и h(a,)=0, то FEG(X) u 
f(a,)=c; для всех Е М. 

26.8. Следствие. Всякая некомпактная риманова поверх- 
ность Х является многообразием Штейна, т. е. 

(1) для любых двух точек X, УЕХ, х==у, существует, голо- 
морфная функция Е б(Х), такая, что (x) (и); 

(ii) для всякой последовательности (x,)„.n, не имеющей в X 
предельных точек, существует голоморфная функция TE 6(X), 
такая, что lim|f(x,)|=». 


no» 


Замечание. Теоремы Миттаг-Леффлера и Вейерштрасса для 
некомпактных римановых поверхностей первоначально дока- 
зала Флорак [54] при помощи методов, развитых Бенке и 
Штейном [51]. Аналоги этих проблем в теории функций мно- 
гих переменных (первая и вторая проблемы Кузена) сыграли 
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большую роль в развитии теории многообразий Штейна, см. 
[53], [59], [61]. Оттуда же берут свое начало используемые 
выше когомологические методы. 


$ 27. Теорема Римана об отображениях 


Теорема Римана об отображениях утверждает, что всякую 
односвязную риманову поверхность, не изоморфную P, или 
С, можно биголоморфно отобразить на единичный круг. Это. 
означает, что универсальная накрывающая любой римановой 
поверхности всегда изоморфна одной из трех нормальных 
форм: римановой числовой сфере, гауссовой числовой плоско- 
сти или единичному кругу. Теорема Римана об отображениях 
была приведена Риманом в его диссертации еще в 1851 г., 
правда, не в самой сбщей форме и с небезупречным доказа- 
тельством. Первые полные доказательства принадлежат А. Пуан- 
каре и П. Кёбе и получены в 1907 г. 


27.1. Для римановой поверхности Х мы обозначаем через 
Юн (Х) := © (Х)/46 (X) «голоморфную» группу де Рама, см. 
(15.15). Если Х односвязна, то всякая голоморфная дифферен- 
циальная форма на Х обладает первообразной (см. (10.7)), 
= Rh6 (Х)=0. Мы докажем теорему Римана об отображе- 
ниях как будто для более общих римановых поверхностей, 
а именно для тех, у которых Rh6 (X)=0. Однако из 


Rh6(X)=0 следует, что такая X односвязна. 


‚ 27.2. Лемма. Пусть Х — риманова поверхность с Кб (Х)=0. 
Тогда 
(1) Для всякой голоморфной функции |: X —C* существуют 
ветви логарифма и корня, т. е. существуют функции в, 
he6(X), такие, что &e=fuh’=f. 
(ii) Всякая гармоническая функция и: X—R является веще- 
ственной частью некоторой голоморфной функции fi X—C. 


Доказательство. (i) Дифференциальная форма f"df голо- 
морфна на Х. Так как Rh6 (X)=0, то существует функция 
5Е0б(Х) с dg=F'df. Добавляя, если надо, константу к 5, 
мы можем считать, что её“ =] (а) для фиксированной точки 
аеЕх. Имеем 


а ([е-=) = (ар ет —фе-ар та =0, 


значит, [e”2 есть константа, равная 1, откуда следует, что 
её = |. 
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Для h:= её /? тогда имеем И? = {. 


(1) По предложению 19.4, существует голоморфная диф- 
ференциальная форма ®«ЕФ(Х), такая, что ди = Ве (). Так 
как Q(X)=d6(X), то аи= Ве (49) с gEG(X) и, значит, 
и = Ке (5) - const. | 


27.3. Предложение. //усть X — некомпактная риманова no- 
верхность и У Е X — область, для которой Rhe (У) =0. Пусть 


граница У регулярна относительно задачи Дирихле. Тогда 
существует биголоморфное отображение У на единичный круг Е. 


Доказательство. Выберем точку aEY. По теореме Вейер- 
штрасса (26.5), существует голоморфная функция © на X, 
которая в а имеет нуль первого порядка и нигде в Х\а 
не равна нулю. По предложению 22.17, существует непрерыв- 


ная в У и гармоническая в У функция и: Y—R, такая, что 
{*) u(y)=log|g(y)| для всех yeEoY. 


По лемме 27.2 (ii), и является вещественной частью некото- 
‚рой голоморфной функции hEG(Y). Положим 


f:=e"ge6(Y). 


Утверждение. Функция | биголоморфно отображает У Ha 
единичный круг E. 
Покажем сначала, что [(Y)CE. Для уЕУ`\\ а имеем 


WI=ler@1lg@)I=ewiewi-um. 


Поэтому определенную Ha У функцию || можно продолжить 
до непрерывной функции ф: У —К, которая из-за (x) на дУ 
постоянна и равна 1. Из принципа максимума теперь следует, 
что |/(y)|<1 для всех yEY, т. е. [(У)сЕ. 

’ Теперь покажем, что отображение {: У—+Е собственное. 
Для этого достаточно показать, что при каждом г < 1 прооб- 
раз У, круга {2 ЕС: |2|< г! компактно принадлежит У. Имеем 


У, ={уЕУ: |1 (4) [< г} ={9ЕУ: Ф(у)< к. 
Таким образом, У, есть замкнутая часть компактного множе- 


ства У, и поэтому У,„— компакт. 

Так как отображение fi: Y— E собственное, то каждое 
значение принимается им одинаково часто (предложение 4.24). 
Но значение нуль принимается ровно один раз. Таким обра- 
зом, |: Y— E биективно и поэтому биголоморфно, ч. т. д. 


27.4. Общую теорему Римана об отображениях мы выведем 
из предложения 27.3 методом исчерпания. Для этого нам нужны 
несколько заготовок. 
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Обозначение. Для гЕ(0, со] пусть 
Е (г): =42е6:|2|< т. 


В частности, Ё (1) =Е есть единичный круг и Е (со) =С— вся 
числовая плоскость. 

Следующее утверждение является простым следствием инте- 
` гральной формулы Коши. 
Если fi: E(r)— Е (г’) —голоморфное отображение, то 


FOI<Z. 


27.5. Лемма. Пусть GCU—o6nacmo, дополнение к которой 
UN С содержит внутренние точки, и пусть w,EG. Тогда 
множество 


ГЕб(Е): }(В)с О и [(0) =} 


компактно в 6(Е) относительно топологии компактной схо- 
димости. | 


Доказательство. Пусть а— внутренняя точка в СМ (С. 
Тогда при помощи ie область G биголоморфно отобра- 


жается на подобласть круга Е (г) сг< oo. Поэтому утвержде- 
ние следует из теоремы Монтеля. 


27.6. Предложение. Множество SF всех однолистных (= UN?- 
ективных) голоморфных функций |: Е*Сс[ (0) =0и[ {0)=1 
компактно в G(E). 


Доказательство. (а) Пусть ({,),\— последовательность 
функций из ef. Надо показать, что в ней содержится подпо- 
следовательность, которая сходится к некоторой функции JE. 
Обозначим через г’, максимальный радиус, такой, что Е (г,)< 
c/„(E). Тогда г„< 1, так как обратное к ], отображение ф, 
отображает E(r,) в Е, из чего следует, что 1=ф, (0) < Ши... 
выберем точку а, ЕЕ (',), а, 6}, (Е), и положим 'g,:= f,la,. 

огда 


Ес, (Е) и 162, (Е). 


(6) Так как g,(E) гомеоморфно Е и поэтому односвязно, 
то существует голоморфная функция 1: ©,(Е) —>С*, такая, 
что Y(O)=i и 1(2)*=г2—1 для всех zEg,„(E). Положим. 
h„,:=14bog, тогда m =g,—]1.- 


Утверждение. Из wEh,(E) следует, что —ш Фй, (Е). 


В самом деле, предположим, что и=й, (2) и —w=h, (2,) 
для некоторых 2,, 2. ЕЁ. Так как и = (— w)?, то отсюда сле- 
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дует, что g,(2,)=8,„(2,), а так как ©, инъективно, то 2, —=2,. 
и, значит, = — №. Противоречие! 

(с) Так как Ес в, (Е), то Ц :=1ф(Е)сй, (Е). Отсюда сле- 
дует, что (— И) ПА, (Е) = ©. По лемме 27.5, последователь- 
ность (h,) содержит сходящуюся подпоследовательность. Так 
как |„=а, (1-Й!) и |а,| < 1 для всех п, то последовательность. 
(/,) тоже обладает сходящейся подпоследовательностью ({»,), 


которая сходится к некоторой функции fi E— С. Естествен- 
но, опять /[ (0) =0, } (0) =Ти, значит, f не постоянна. 

(4) Остается еще показать, что } однолистна. В противном: 
случае существует аЕС, такое, что }— а имеет в Е по край- 
ней мере два нуля. Тогда найдется г< 1, такое, что }— а 
в E(r) имеет, с учетом кратностей, ^ >2 нулей и на ОЕ (г). 
нигде не равна нулю. Следовательно, 

’ 
u 
274 7 (2) —а 


[21=7 


Отсюда вытекает, что всякая функция, достаточно близкая. 
к /, принимает значение а тоже А-кратно. Но это находится: 
в противоречии с однолистностью функций [n,. 


27.7. Лемма. Пусть RE(0, <] и У — собственная подоб- 
ласть в Е (Ю), причем DEY u Rhe (Y)=0. Тогда существует: 
г < В u голоморфное отображение f: У—Е (г), такое, что- 
2 (0) =О и (0) =1. 


Доказательство. Рассмотрим сначала случай А < oo. Без 
ограничения общности мы полагаем Ю =1, т. е. YCE. По: 
условию, существует точка аЕЁЕ У. Пусть ф: E—E есть. 
биголоморфное отображение, определяемое формулой 

2—а 


Ф` (2): = —. 


1 —а2 


Тогда ОЕх(У) и, значит, по лемме 97.2, существует функ- 
ция gEG(Y) с 5*=Ф|У. Тогда g(Y)CE. Положим 


2— В 


ф (г) := ——, где b:=g(0). 
1 —62 | 
Тогда для отображения Й:= об: Y—E имеем й (0) =Ои 
; ; ь ; ’ (0 1—1 НР 
= OT ET 
так как b’’=—.a. Отсюда следует, что |y| > 1. Поэтому, no- 


лагая r:=1/|y| и f:=h/y, мы получаем отображение fi 
У —-Е (г) с требуемыми свойствами. 
Случай R= со рассматривается аналогично. 
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27.8. Лемма. Пусть Х — некомпактная риманова поверх- 
ность с Rhe (X)=0 u УсхХ — область Pynee. Тогда также 


Rh, (У) =0 


Доказательство. Пусть ФЕ ® (У) — произвольная голоморф- 
ная дифференциальная форма на У. Надо показать, что @ 
обладает первообразной функцией. Согласно следствию 26.6, 
выберем некоторую голоморфную дифференциальную форму @, 
на X, не имеющую нулей. Тогда ® можно записать в виде 
& =/ю, с FEG(Y). По аппроксимационной теореме Рунге, су- 
ществует последовательность Е б(Х), nEN, которая на У 
компактно сходится к [. Поэтому для всякой замкнутой кри- 


вой & в У интегралы о, сходятся к \ Так как всякая 


& & 
дифференциальная форма /„®, Ha Х обладает первообразной 


функцией, то \f, @,=0 u, значит, Jo=0. Так как все периоды 
& 

«' равны нулю, то, по предложению 10.15, ® обладает пер- 

вообразной функцией, ч. т. д. 


27.9. Теорема Римана об отображениях. /Густь Х— рима- 
нова поверхность с Rho (X)=0. Тогда X можно биголоморфно 


отобразить на риманову числовую сферу P,, или на гауссову 
числовую плоскость С, или на единичный круг Е 


Как уже упоминалось в (27.1), предположение Rhg (X)=0 
выполняется для односвязных X. Так как P,, Си Е одно- 
связны, то из этой теоремы следует обратная импликация 


Rh, (X)=0>n,(X)=0. 


Доказательство. (а) Если Хр— компакт, то всякая голо- 
морфная функция на Х постоянна и, значит, 40 (Х)=0. По- 
этому из Rh6 (X)=0 следует, что © (Х) =0, т. e. X имеет род 
нуль. А тогда, по следствию 16.13, поверхность X изоморфна Р.. 


(5) Итак, мы можем предполагать, что X некомпактна. По 
предложению 23.9, существует исчерпание У ЕУ,ЕУ,=е... 
поверхности X областями Рунге У,, границы которых регу- 
лярны относительно задачи Дирихле. По лемме 27.8, Rho(Y,)=0 
для всех п и, значит, каждую Y,, по предложению 27.3, 
можно биголоморфно отобразить на единичный круг. Выберем 
некоторую точку аЕУ, и ее координатную окрестность (U, 2). 
Тогда существуют вещественные числа r, > 0 и биголоморфные 
отображения 

ln: u Е (г„), 
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такие, что 


ат ил _ 
= (a)—=1.- 


(с) Имеем г,<г,.: для всех и. В самом деле, для отобра- 
жения 
h:= 10: Е (7,) —Е (Ги+а) 


получается, что Й (0) =0, й’ (0) =1, и тогда, по замечанию 
в (27.4), имеем 1=h'(O)<r,,,/r,. Пусть 


Ю:= lim г, Е (0, oo]. 


р, (а) =0 И 


Мы покажем, что X можно биголоморфно отобразить на Ё (ЮР). 
(9) Утверждение. Существует подпоследовательность (], ЕЕ М 

последовательности (f,)„eN> такая, что для всякого m после- 

довательность (In, | en PER m компактно сходится Ha Y,„. 


Отображение zı> fs" (7,2) биголоморфно отображает E на 
У,. Положим 


Е, (2) := ll)  (M>0); 


тогда g,: Е >С есть однолистная голоморфная функция 
с 5, (0) =0и 8, (0) =1. Поэтому из предложения 27.6 вытекает 
существование подпоследовательности (»,),- № последователь- 


ности (f„), которая компактно сходится на Y,. Таким же образом 
мы можем выбрать из этой подпоследовательности следующую 
подпоследовательность (fr, „), которая компактно сходится на У’. 


Повторяя этот процесс, мы для каждого т получаем подпо- 
следовательность (In, .) предыдущей последовательности, KOTO- 


рая компактно сходится на У„. Положим А. Тогда 
последовательность (In,)r eN обладает требуемым свойством. 
Пусть РЕб(Х) есть предел последовательности (fn,), т. е. 


та голоморфная Ha X функция, которая на каждой У»„ сов- 
падает с пределом последовательности (In, | Y„)k>m. Отобра- 


жение |: X—[Ü инъективно и 
| d 
a=-1, Z@=1. 


(e) Утверждение. Функция f биголоморфно отображает X 
на E(R). 

Так как, очевидно, [(AÄ)CE(R), то достаточно показать, 
что }: X—E(R) сюръективно. Предположим, что это не так. 
Тогда, ло лемме 27.7, существует г < К и голоморфное ото- 


212 ГЛ. Ill. НЕКОМПАКТНЫЕ РИМАНОВЫ ПОВЕРХНОСТИ 


бражение п: #(Х)—Е(), такое, что 2(0)=0 и 5’ (0)=1. 
Пусть п настолько велико, что г, > г. Отображение 


h:=gofoln: E(r, ) —Е (г) 


тоже удовлетворяет условиям Й (0) =0 и Й' (0) =1. Но из-за 
r<r„ это невозможно. Поэтому отображение [| X—E(R) 
сюръективно, и теорема Римана об отображениях доказана. 


27.10. Пусть Х—риманова поверхность и р: X —X—ee 
универсальное накрытие. Так как поверхность Х односвязна, 
то к Х можно применить теорему Римана об отображениях. 
Поверхность Х называется эллиптической, параболической или 
гиперболической, смотря чему изоморфно универсальное накры- 
тие—Р., С или E. 

Пусть G=Deck (Х/Х) есть группа накрывающих преобра- 
зований универсального накрытия. Каждое сЕС является 
автоморфизмом Х, т. е. биголоморфным отображением Х на 
себя. Группа G действует на Х без неподвижных точек и 
дискретно, т. е. 


(1) Если сЕС\\ {14}, то ох=2х для всех ХЕХ. 
(ii) Для каждой хЕХ ее орбита 
ах := fox: oEG} 
является дискретным подмножеством в Х. 


Свойство (1) следует из того, что накрывающее преобразова- 
ние определяется уже однозначно, если для некоторой точки 
известен ее образ, а (11) справедливо потому, что универсаль- 
ное накрытие р: Х — X является накрытием Галуа и поэтому 
(х=р-" (р(х)). 

Риманову поверхность Х можно понимать как фактор X 
по С, т. е. две точки в X отождествляются, если их можно 
перевести одну в другую при помощи некоторого элемента 
o€EG. Таким образом, всякая гиперболическая риманова по- 
верхность является фактором единичного круга E по некото- 
рой группе автоморфизмов Е, действующей дискретно и без 
неподвижных точек. 


27.11. Лемма. (а) Всякий автоморфизм P, имеет неподвиж- 
ную точку. 
(6) Пусть G есть группа поморов аа плоскости С, дей- 


ствующая дискретно и без неподвижных точек. Тогда имеет 
место один из следующих трех случаев: 


(1) G= {id}; 
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(ii} С состоит из всех переносов вида 
2н>г2- пу, ПЕЙ, 


где у— фиксированное комплексное число, не равное 0; 
(iii) С состоит из всех переносов вида 


г->г-- пу. + ту,, п, ТЕХ, 


где у., }.— фиксированные К-линейно независимые KOM- 
плексные числа. 


Доказательство. (а) Автоморфизмы P;, как известно, по- 
рождаются дробно-линейными отображениями вида 


аг-- 6 
= —be N. 
2>7 Раз аа # 
А всякое такое преобразование имеет по крайней мере одну 
неподвижную точку. 


(6) Автоморфизмы С—это аффинно линейные отображения 
вида 
z>az-+b, аеС*, БЕС. 


Если az 1, то эти преобразования имеют неподвижные точки. 
Таким образом, группа G состоит только из преобразований 
вида гн-+>2--Ь. Пусть Г есть орбита нуля относительно G. 
Тогда Г— дискретная аддитивная подгруппа в С и G состоит 
из всех преобразований 2гн>2-6 с БЕГ. Пусть УсС есть 
наименьшее К-линейное векторное подпространство, содержа- 
щее Г. Тогда, в зависимости от размерности У, которая может 
равняться 0, | или 2, получаются соответственно случаи (1), 
(ii) или (iii). Это следует из предложения 21.1. 


27.12. Предложение. (a) Риманова числовая сфера P; является 
эллиптической римановой поверхностью. 


(b) Гауссова числовая плоскость С, проколотая плоскость C*, 
а также все торы С/Г суть параболические римановы поверх- 
ности. | 


(с) Всякая риманова поверхность, не изоморфная ни одной 
u3 поверхностей, перечисленных в (а) и (b), является гипербо- 
лической поверхностью. 

Таким образом, в частности, компактная риманова поверх- 
ность является эллиптической, параболической или гипербо- 
лической, смотря чему равен ее роды— соответственно нулю, 
единице или больше единицы. 


Замечание. Компактные римановы поверхности рода 1 еще 
называют эллиптическими кривыми. Это легко может привести 
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к путанице с приведенной выше терминологией. Поэтому на- 
звание эллиптическая риманова поверхность для P, будет 
употребляться только изредка. 


Доказательство. Утверждения (a) и (b) очевидны. Остается 
показать, что если Х — не гиперболическая риманова поверх- 
ность, то X изоморфна одному из названных в (a) или (b) 
типу поверхностей. 


Случай 1. Универсальная накрывающая X изоморфна P,;. 
Тогда из леммы 27.11 (а) следует, что X сама изоморфна P,- 


Случай 2. Универсальная накрывающая Х изоморфна С. 
Для группы накрывающих преобразований G, согласно (27.11b), 
возможны только варианты (1), (ii) и (iii). В случае (1) X изо- 
морфна С, а в случае (ii) X изоморфна C*, так как тогда 
накрытие изоморфно 


С—>С*, zı>exp (=z) ; 


Наконец, в случае (111) X есть тор. 
Простым следствием из этого предложения является так 
называемая малая теорема Пикара. 


27.13. Предложение. /Густь |: С —> С — непостоянная голо- 
морфная функция. Тогда | принимает каждое значение сЕС, 
за исключением, быть может, одного. 


Доказательство. Предположим, что f выпускает два 3Ha- 
чения а, ВЕС, ab. Риманова поверхность X:=UN а, b}, 
по предложению 27.12, гиперболическая. Мы можем поднять ото- 
бражение f: C-—X до отображения fi: C—X в универсальное 
накрытие Х поверхности Х. Так как Х изоморфно единичному 


кругу, то из теоремы Лиувилля следует, что f, а значит, и | 
постоянно, — противоречие! 


$ 28. Функции с заданными автоморфными 
_ слагаемыми 


Мы уже видели в $ 10, что при интегрировании дифференци- 
альных форм на римановой поверхности Х возникают адди- 
тивные автоморфные функции, автоморфные слагаемые которых 
определяют «гомоморфизм периодов» 1, (X) —+ С. Бенкеи Штейн 
[51] показали, что и обратно, для заданного гомоморфизма 
л:(Х)—+С на некомпактной римановой поверхности X всегда 
найдется голоморфная дифференциальная форма с такими пе- 


$28. ФУНКЦИИ С ЗАДАННЫМИ АВТОМОРФНЫМИ СЛАГАЕМЫМИ 215 


риодами. В этом параграфе мы доказываем теорему Бенке — 
Штейна, причем изучаем также более общие функции, с не- 
постоянными автоморфными слагаемыми. 


28.1. Когомологии групп. Пусть С —мультипликативно за- 
писываемая группа и А есть С-модуль, т. е. аддитивная абе- 
лева группа вместе с отображением 


СХА-—-А, (0, a)->oa, 


обладающим следующими свойствами: 
(1) о(а-Е 5) =са- об, 
(ii) с (та) = (ст)а, 
(iii) г«а=а 
для всех 0, TEG иа, БЕДА. Здесь = обозначает единичный 
элемент в G. Отображение 


G—A, Or—>4o; 


называется граничным гомоморфизмом, если 
Ar =4As+0a, для всех о, TEG. 


Если С тривиально действует на А, т. е. оа=а для всех 
сес, то граничный гомоморфизм — это не что иное, как обыч- 
ный групповой гомоморфизм. Множество всех граничных го- 
моморфизмов С — А образует естественным образом аддитив- 
ную группу, которая обозначается через Z!(G, А). Специаль- 
ные граничные гомоморфизмы получаются следующим образом. 
Пусть [Е А есть фиксированный элемент и 


a,:=f—of для всех 0€G. 
Тогда 


а = [— бт} = | — ой 0} — от] = (1— ор о Г—т/) = 4 Ноа... 


Возникающие таким образом граничные гомоморфизмы назы- 
ваются кограницами. Они образуют подгруппу в 21((, A), 
которая обозначается символом B!(G, А). Факторгруппа 


H"(G, A):=Z!(G, А)/В (С, А) 


называется первой группой когомологий для @ с коэффициен- 
тами в С-модуле А. 


28.2. Автоморфные слагаемые. Пусть р: У — Х —голоморф- 
ное, неразветвленное и безграничное накрывающее отображе- 
ние римановых поверхностей и G := Deck (У/Х)—группа его 
накрывающих преобразований. Тогда 0(У) будет Ц-модулем, 
если для oEG и [Е 0(У) функцию о} Е 0 (У) определить усло- 
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вием 0f:=fo0”! Разности 
@‹ := F—ofEG(N), 306; 


называются автоморфными слагаемыми функции f. Согласно 
(28.1), автоморфные слагаемые { определяют граничный гомо- 
морфизм 


а—0(У), O4: 


Если р—накрытие Галуа (определение 5.5) и все автоморф- 
ные слагаемые функции [Е 0(У) равны нулю, то функция ]} 
принадлежит подкольцу р*б(Х)=б(У) и поэтому ее можно 
отождествлять с некоторой функцией Ha X. 

Аналогичное построение можно провести для мероморфных 
функций о (У) и дифференцируемых функций & (У). 


28.3. Накрытия Галуа. Возьмем обозначения из (28.2) и 
предположим, что р: У —> X есть накрытие Галуа. Тогда каж- 
дая точка хЕХ имеет связную открытую окрестность U, 
‘такую, что 


ан (() = U у), 
ЛЕЛ 


тде У, — непересекающиеся открытые подмножества в У и все 
отображения р: У, — И —гомеоморфизмы. Теперь мы построим 
гомеоморфизм 

ф: р-* (И) — ИХО, 


тде С наделена дискретной топологией. Сделаем это вледую- 
щим образом. Выберем индекс \ ЕЛ. Тогда для каждого ЛЕ Л 
существует ровно один элемент еб: такой, что © (Ух) =). 
Для yEV, положим @(y):=(p(y), 0). Тем самым V, гомео- 
морфно отображается на Их{0}, откуда следует, что ф— 
томеоморфизм. Отображение ф послойное, т. е. диаграмма 


PU) Иха 
Я 
PN FU 


коммутативна. Кроме того, ф согласовано с действием С, т. е. 
из Ф(у) =(х, 0), следует, что ф (ту) = (х, To) для всех TEG. 
Послойный, согласованный с действием G гомеоморфизм 

ф: р-*(И) > Иха 


‘мы называем С-картой накрытия Галуа р: Y—X; G-Kapra 
разлагается на компоненты ф=(р, N), где п: р7*(0)—а—. 
отображение, такое, что 


1 (ту) =т1 (у) для всех yEep-'(U) и TEG. 


DELL ER EEE DEE EEE A GENERELLE SE MEERE Е er BE SC TE бе IE S С 2 
le a a Fe Fe u Fa TE a 
x Er u RE, ; ; з $“ ее >. } ь € > > ос FAR => = Ey р 2 
r fi ; я 2 # ü 2 


У 


ее 2 * = - 2 ae РА $ 
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28.4. Предложение. //усть X, Y—nekomnakmHoe римановы 
поверхности, р: У —* Х —голоморфное, неразветвленное и без- 
граничное накрытие Галуа и G=Deck (Y/X)—epynna его na- 
крывающих преобразований. Тогда для каждого граничного 
гомоморфизма 


G—6(N), O4, 


существует. голоморфная функция |Е0(У) с автоморфными 
слагаемыми ас. 


_Замечание. Предложение 28.4 означает, что H! (G, 6(У)) =0. 
Это предложение справедливо также для произвольных много- 
образий Штейна (Штейн [62], Серр [59]. 


Доказательство. (а) Существует открытое покрытие И. = 
= (U )ieı поверхности X и С(-карты ыы 
ф; = (р, nd): р" (И) — И; ж(. 
Теперь определим на Y,:= p"'(U,) функции },: У, — С, полагая 
[: (и) := аку (У) для всех yEY,. 
Ясно, что }, голоморфна на У’. | 


(6) Теперь покажем, что ;—0]/;=a, на У; для всех 0EG. 
Для yEY, имеем по определению 


(0;) (и) =Ё: (©-*у) = @, о-зл (671) = ао-щ, (у) (9719). 


Из соотношения Ag = и. ба ст:= см; (9) следует, что 
с (Y) = ао (У) — a, (o”'y) = 
= An.) (У) —As- mn, wle”'y)=TFiıly) — (07) (у). 


Таким образом, показано, что функции |; на У; имеют Tpe- 
буемые автоморфные слагаемые. 

(с) Согласно (b), разности &;,:=]/,—[, Еб(У;ПУ,) инва- 
риантны по отношению к накрывающим преобразованиям и, 
значит, их можно рассматривать как элементы &;, Е б(И;ПИ,. 
Очевидно, 2,-|-5ь=8:ь на тройных пересечениях, и поэтому 
семейство (2;,) образует коцикл из 2'(И, 6). Ввиду равенства 
Н*(Х, 6) =0, этот коцикл разрешим и, значит, существуют 
элементы 9; Е 0(0;), такие, что 


g,;=8g:—8, на U,nU,. 


Мы рассматриваем 5; как функции Ha Y,, инвариантные 
относительно накрывающих преобразований. Тогда для функций 


Ё:=[— в: Е0(У)) 


9 № 49 


REN: 


в. - “ an a у BE РЕ. 
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тоже Е о}, = @о для всех оЕС. На пересечениях У, ПУ, имеем | 
=) =8,—-(&:—8)) =(, 


т ©. f; объединяются в одну глобальную функцию JEG(Y) с 
f-of=a, для всех с ЕО, ч. т.д. 


28.5. Предложение. Пусть X, У— римановы поверхности, 
р: У--Х —голоморфное, неразветвленное и безграничное на- 


_крытие Галуа и G=Deck (Y/X)—epynna его накрывающих 


преобразований. Тогда для каждого граничного гомоморфизма 
GEN) 049, 


существует дифференцируемая функция Е ©(У) с автоморд- 
ными слагаемыми ас. 


Доказательство. Это доказывается так же, как предложе- 
ние 28.4, только пучок 0 заменяется пучком ©. Это можно 
сделать, так как Н'(Х, ©) =0 для всякой римановой поверх- 
ности, независимо от того, компактна она или нет (предло- 
жение 12.6). 


28.6. Предложение (Бенке— Штейн). /Густь X — некомпакт- 
ная риманова поверхность и 


IL; (X)—C, О -->> Ц, 


— гомоморфизм групп. Тогда существует голоморфная диффе- 
ренциальная форма ®Е®(Х), такая, что 


о=4 для всех 0EN,(A). 
0 
Доказательство. Для универсального накрытия р: X—X 

имеем Deck (Х/Х) zn, (X). По предложению 28.5, существует 
голоморфная функция РЕОб(Х) с постоянными автоморфными 
слагаемыми As. Дифференциал dF, по предложению 10.13, 
можно рассматривать как дифференциальную форму на X, и 
эта форма имеет периоды Ag. 


28.7. Предложение. Пусть Х — компактная риманова по- 
верхность и 


It; (X)—C, OA 


— гомоморфизм групп. Тогда существует ровно одна гармони- 
ческая дифференциальная форма ®Е Нагт' (Х), такая, что 


\o=% для всех VEN,(A). 
с 
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Доказательство. Аналогично (28.6), из предложения 28.5 
следует существование замкнутой дифференциальной формы 


DEE! (X) c 


(o=-a для всех 0EN,(A). 
[2] 


По предложению 19.12, существуют гармоническая дифферен- 
циальная форма wE Harm! (X) и функция FE& (X), такие, что 


o=@-+df. 


Естественно, х и @ имеют одинаковые периоды. Единствен- 
ность следует из (19.8). 


$ 29. Линейные и векторные расслоения 


В некоторых задачах анализа на многообразиях возникает 
ситуация, когда каждой точке х многообразия Х сопоставляется 
векторное пространство E,. Эти векторные пространства Ё, 
зависят от х в некотором смысле непрерывно (или даже го- 
ломорфно, когда Х —риманова поверхность). Тогда говорят 
о векторном расслоении на Х. Это понятие мы сейчас уточним. 


29.1. Определение. Пусть E и X — топологические простран- 
ства и р: E— X —непрерывное отображение. Пусть каждый 
слой E,:= р-*(х) наделен структурой п-мерного С-векторного 
пространства. Тогда р: E—X или, короче, само Е назы- 
вается векторным расслоением ранга п над Х, если у каждой 
точки аЕХ существует открытая окрестность U и гомеомор- 
физм 

й: Би: = р-* (0) — Uxt" 
со следующими свойствами: 


(1) А— послойное отображение, т. €. следующая диаграмма 
коммутативна: 


Ey ИхС" 
PN РЕ 


(ii) Для каждой xE U отображение h|E, является изомор- 
физмом векторного пространства E, на {х} ХС" = С". 

Отображение h называется линейной картой расслоения Е 
над U. 

Если Ü=(U,)ier— открытое покрытие X и hi: Ви, — U,% 
x С" —линейные карты, то семейство (h,) называется атласом 
расслоения E, 


9. 
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29.2. Определение. Векторное расслоение Е ранга п назы- 
вается тривиальным, когда существует глобальная линейная 
карта #й: E— ХХС". 

Таким образом, векторное расслоение всегда локально три-. 
виально; в локальные исследования понятие векторного рас- 
слоения не вносит ничего нового и играет определенную роль 
только при рассмотрении глобальных проблем. 


29.3. Определение. Линейным расслоением (или расслое- 
нием на прямые) называется векторное расслоение ранга еди- 
ница. 


29.4. Предложение. Пусть E— X —векторное расслоение 
ранга п над топологическим пространством X ий;: Eu,— 


— И; х С", iel, есть атлас для Е. Тогда существуют одно- 
значно определенные непрерывные отображения 


2: И: ПЧ, — СЕ (п, С), 
такие, что отображения 
фи: = мой": (ПИ) жС"— (И: ПИ) х С” 
удовлетворяют условию 
фи’ (х, = (х, 8, (X) 1) для всех (x, ИЕ(И; ПИ, ХС". 


Кроме того, над И; ПИ, П И, выполняется «коциклическое соот- 
ношение» = 


Sir = Eir- 
Определение. Отображения g,; называются функциями ne- 


рехода, а семейство (g,;) называется коциклом, соответствую- 
щим атласу (h,). 


Доказательство. Отображение 
фи=й:ойг": (И ПИ) х С" — (И, ПИ) ХС" 


является послойным гомеоморфизмом, а в каждом слое — изо- 
морфизмом векторных пространств. Поэтому для каждой хЕ 
ЕЦ, ПИ, существует матрица g,,(x)EGL(n, С), такая, что 


фи (х, И =(х, ви (ХИ. 


Непрерывность соответствия х-> 8; (х) следует из того, что 
фи — гомеоморфизмы. Соотношение 5,,2,,=8;, вытекает из 
соответствующего соотношения для отображений 9Q,,. 


29.5. Определение. Пусть Х—риманова поверхность, 
Е — Х —векторное расслоение ранга n над X и 


U=th;: Ev, а Их С", [Е 1} 
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есть атлас для Е. Атлас Ц называется голоморфным, если 
голоморфны все Е ему функции перехода 


2: U;NnU;,—GLin, ©). 


Два атласа U, Ц’ для Е называются голоморфно согласован- 
ными, если Пий" — тоже голоморфный атлас. 

Легко проверить, что голоморфная согласованность яв- 
ляется отношением эквивалентности. Класс эквивалентности 
голоморфно согласованных атласов называется голоморфной 
линейной структурой. 


Голоморфное векторное расслоение на римановой поверх- 
ности X —это векторное расслоение E — X вместе с голоморф-_ 
ной линейной структурой. Голоморфное векторное расслоение 
E— X называется голоморфно тривиальным, если его голо- 
морфная линейная структура содержит атлас, состоящий из 
одной-единственной карты E—XxXÜU" 


29.6. Коциклы. Пусть Х —риманова поверхность. Для от- 
крытого подмножества И < Х пусть СЁ (п, 6(U)) есть группа 
всех обратимых пхп-матриц с коэффициентами из 0(И). Для 
Ус И имеется естественное отображение сужения GL (п, 6(U))— 
—GL(n, 6(V)). Тем самым на X определяется пучок СГ. (п, 6) 
групп (при n>2 они не абелевы). Если Ü=(U ‚)ieı — откры- 
тое покрытие 37 то Z!(Ü, GL(n, 6)) обозначает множество 
всех |-коциклов со значениями в СЁ (п, 0) относительно U, 
т.е. все семейства (5у;,):, je/, такие, что 


и ЕСГ (п, 6(U,NnÜ,)) 


#виь=вр на U,nUV,nU, 


для всех i, |, ЕЕГ. Заметим, что при n>2 множество 
71 (И, GL(n, 0)) не образует группы относительно покомпо- 
нентного умножения. 

Если И —голоморфный атлас векторного расслоения над Х, 
то семейство функций перехода для И образует коцикл со 
значениями в GL(n, 0). Обратно, по такому коциклу всегда 
можно построить голоморфное векторное расслоение. Это ут- 
верждается в следующем предложении. 


29.7, Предложение. Пусть X — риманова поверхность, И = 
= (U ‚)ier—omkpoimoe покрытие Х и (g,)EZ'(U, GL(n, 6)). 
Тогда существует голоморфное векторное расслоение р: E—X 
ранга п и голоморфный атлас 


th;: Bu U,xC, ie} 
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для Е, у которых функциями перехода будут наперед задан- 
ные 8. | 


Доказательство. Пусть 
ох окне хх ОХ, 
ГЕ 1 


Мы рассматриваем Е’ с топологией, индуцированной из 
Хх С*Х [, где / наделено дискретной топологией. Введем на 
Е’ следующее отношение эквивалентности: 


ыы, Диму ЕЕ. 


При помощи коциклического соотношения &,,8;, Ein легко 
проверить, что это на самом деле есть отношение эквивалент- 
ности. Пусть Е: =Е'/-^ рассматривается с фактортопологией 
их: E’— Ер— каноническое факторотображение. Так как от- 
ношение эквивалентности согласовано с проекцией E'—X, 
то при этом индуцируется непрерывное отображение р: Е —Х. 
Слои р-'(х) естественным образом наделяются структурой N- 
мерного С-векторного пространства. Имеем 


Eu,=p"! (U, = “„(U,x0”x{i}) 


и x: И, хС"х {1} —Еи, есть гомеоморфизм. Линейные карты 
h;: Би, —U,; x С” определяются теперь как отображения, об- 


ратные к этим гомеоморфизмам, с отождествлением И; х С"х 
х {Ц =0;х С". Из этого построения следует, что функции 
перехода as атласа (h,) суть заданные g,,- 


29.8. Определение. Густь р: E— X есть векторное расслое- 
ние над топологическим пространством X и U — подмножество 
в X. Сечением Е над U называют непрерывное отображение 
7: U—E, такое, что pof=id;r. 

Условие pof=id,, означает, что [ сопоставляет каждой 
точке xE U элемент }(х)ЕЁЕ,. Если h;: Ви, —* U,x С" — линей- 
ная карта на E, то сечению f можно однозначно сопоставить 
непрерывную функцию fi: И; ПИ —+ С” так, что 


MER)“ Fr) для вех xEU;NU. 


Функция ], называется представлением сечения | относительно 
карты h;. 


29.9. Определение. Пусть р: E— Х —голоморфное вектор- 
ное расслоение ранга п над римановой поверхностью Х 
и {hit Eu,—U,xC”, 1Е[} —датлас голоморфной линейной 
структуры на E. Сечение f: U— E над открытым подмножест- 
вом (Ис X называется голоморфным, если представление | 
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сечения / относительно каждой карты A, является голоморф- 
ной функцией [;: (И; ПИ — С". (Естественно, f, понимается 
как столбец из п голоморфных функций И, ПИ -+С.) | 

Ясно, что это определение не зависит от выбора атласа. 
Множество всех голоморфных сечений расслоения E над ПИ 
образует векторное пространство, которое мы обозначаем через 
б:(И). Вместе с естественными отображениями сужения, таким 
образом получается пучок 0; голоморфных сечений E. 

Пусть (2) Е 21 (И, GL (п, 6)) есть коцикл, соответствующий 
атласу {h;: Ev, — U,xÜ",ie I}. Представления f;; И ПИ — С" 
сечения [Е 0,(И) удовлетворяют соотношению 


ET) для всех хЕИ:ПИ, ПИ. 


Поэтому 6,(U) изоморфно векторному пространству всех се- 
мейств ([1/):ег, |: Еб(И; ПИ)”, удовлетворяющих соотношению 
(=), а 6z(U,) изоморфно 0(И;)". Если Е голоморфно триви- 
ально, то пучок Öz изоморфен пучку 0". 

Теперь мы приведем два важных примера голоморфных 
линейных расслоений на римановых поверхностях. 


29.10. Голоморфное кокасательное расслоение. Пусть Х — 
риманова поверхность и (U, 2,), ГЕ Г — покрытие Х коорди- 
натными окрестностями. В U,NU, функция в голо- 
морфна и не имеет нулей, а значит, семейство (g,;) определяет 
коцикл из 71 (U, 6*) относительно покрытия Ü=(U ‚er. Пусть 
T*(X) есть линейное расслоение, соответствующее этому ко- 
циклу (8,,); тогда Т*(Х) называется голоморфным кокасатель- 
ным расслоением на Х. Пучок голоморфных сечений расслое- 
ния Т*(Х) изоморфен пучку © голоморфных дифференциальных 
форм на Х. Этот изоморфизм можно описать следующим об- 
разом. Пусть «ЕО (0). Тогда ® над (И; ПИ можно представить 
в виде o=f,dz, с | Еб(И, ПО). Над И; ПИ, ПИ имеем Г; = 


z 
=, ee — g,,;];, и, значит, определено семейство (/;) — голоморф- 


ное сечение T*(X) над U. Обратно, всякое семейство (f,) го- 
ломорфных функций {; Еб(И; ПИ) с =, на Ч: ПЧ, ПЧ 
порождает дифференциальную форму ®«Е® (И), такую, что 
oa=f,dz, Ha UN СВ 


29.11. Линейное расслоение дивизора. Пусть D— дивизор 
на римановой поверхности Х. Мы сопоставим ему голоморф- 
ное линейное расслоение E) так, что пучок голоморфных се- 
чений Е’ будет изоморфен пучку бр мероморфных кратных 
для —D (см. (16.4)). Имеется открытое покрытие И = (И? ел 
поверхности X и мероморфные функции ф; Е о (И }), такие, 
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_ что ($)=D на U,. А тогда 


gy: = Ee@(U;nU,), 


так как ф; и ф, на (И; ПИ, имеют одинаковые нули и полюсы. 
Семейство &;, образует коцикл (g,,)EZ' (И, 6*). Пусть Ер есть 
голоморфное линейное расслоение, которое соответствует этому 
коциклу по предложению 29.7. 

Пусть U открыто в Х и {Е бь(И), т.е. >—DmaU. 
Тогда существуют голоморфные функции |, Еб(И, ПО), такие, 
что f=f,/b, на О, ПИ. Поэтому нз пересечениях И; ПИ, ПИ 
имеем 


НЯ 
= И значит, = 8ylr- 


Таким образом, семейство (f,) определяет голоморфное сече- 
ние Ер над U. Обратно, пусть голоморфное сечение E) над U 
задается семейством (f,) голоморфных функций |, Еб(И, ПИ) 
с 1 =аир,. Тогда [/ф,=1,/ф, на И; ПИ, ПО и, значит, суще- 
ствует мероморфная функция /Е со (И), такая, что }=}./ф; 
на (О, ПО для всех Е 1. Поэтому {Е бь(И). 

Мы докажем сейчас одно утверждение о когомологиях со 
значениями в пучке голоморфных сечений векторного расслое- 
ния, аналогичное утверждению из $ 14 для пучка 0. Для раз- 
нообразия на этот раз мы применим другой метод доказа- 
тельства. 


29.12. Лемма. Пусть Х — риманова поверхность, Е — голо- 
морфное векторное расслоение над X и У — относительно колм- 


пактное открытое подмножество в X. Тогда для всякого от- 


крытого подмножества У’, < У отображение сужения Н\*(У, б,)— 
—Н' (У., 65) сюръективно. | 


Доказательство. Существует конечное число открытых MHO- 
жеств (И; СХ, i=l, ..., г, биголоморфно эквивалентных 
открытым множествам в С, таких, что Y=U,U...UU, и су- 
ществуют голоморфные линейные карты A; Еи,— Ц: х С". 


Тогда для всякого открытого подмножества V с: U, имеем - 
MV, бв) = Н\ (У, 6)" =0, 
см. предложение 26.1. Положим 
4 R 
Ps; =“. U ‚u U, 
i= 
Очевидно, достаточно показать, что отображения 
`Н\ (У, б;) — Н* (У,-1, 62 


У 


АТ 
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для К =1|, ..., Г сюръективны. Пусть k фиксировано и 
vs=D Пра дя. г 
V;:=V/, ma iR и Ив: =О0,. 


Тогда ®=(,)ı<i<,; есть покрытие Лере для У,_:, %' = 


= (У;), <:<,— покрытие Лере для У, и 21 (3, 6,) = 21 (%', 0,), 


так как У; ПУ, =И,ПИ, для всех 152]. Поэтому отображение 
Н\ (3', 65) —H!(B, 6,) сюръективно, ч. т. д. 

29.13. Предложение, //Густь У — относительно компактное 
открытое подмножество римановой поверхности X и Е— голо- 
морфное векторное расслоение над Х. Тогда пространство 
Н\*(У,.0;) конечномерно. 


Доказательство. Существуют открытое множество У’ сУ@ 
ЕУ’ЕХ и открытые множества V,EU,„i=|l,...,,r,BÄX 
со следующими свойствами: 


(1) UV,=Y, ЦО, =У,, 
{=1 {== | 


(ii) каждое U, биголоморфно эквивалентно открытому под- 
множеству в С, - 
(iii) над каждым U, существует голоморфная линейная карта 
h;: Е Ох С". 
Тогда И =(И;) и %=(У;) —покрытия Лере для У’, соответ- 
ственно для У, относительно пучка б;. Поэтому, согласно 
лемме 29.12, отображение сужения Al, 0,) —Н:(3, 6,) 
сюръективно. Отсюда следует, что отображение 
ф: С° (3, б»)х 21 (И, б,) —+ 21 (3, 6,), 
| dm +В (®), 
где В: ZU, 6) — ZB, 65) есть отображение сужения, тоже 
сюръективно. Пространства 21 (И, 0,), 21 (3, 0;) и С°(3, 6,) 
следующим образом можно превратить в пространства Фреше. 
С топологией компактной сходимости 0, (И, ПИ,) =6 (И; ПИ, 
являются пространствами Фреше, а с ними вместе и прост- 


ранство С*(И, 69=]] Öz(U,NÜU,), наделенное топологией 


,] 
произведения. Легко видеть, что Z!(Ü, 65) есть замкнутое 
подпространство в С* (И, 0;) и, значит, это тоже пространство 
Фреше. Аналогично вводится топология в 2: (3, 65) и С° (3, 65). 
Относительно этих топологий отображения 6: С° (3, 6,)— 
—› 21 (33, 6,) и В: ZU, 6,) — 21 (%, 6,) становятся непрерыв- 
ными. Из теоремы Монтеля следует, что В даже компактно. 
Поэтому отображение 
ф: OR, б)х2 (И, 6, —> 21 (%, дв, 
(1, 5) =>р (N); 
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тоже компактно. [По теореме Л. Шварца (см. приложение В.11), 
отображение 


9—%: CB, 6) х22 (И, 6;)—+ 21 (3, 6,), 
(1, 8) =>б\, 


как разность сюръективного и компактного непрерывных ли- 
нейных отображений между пространствами Фреше, имеет образ 
конечной коразмерности. Но образ ф— есть векторное про- 
странство В1(3, 6,) всех кограниц в Z1(W, 6,). Поэтому 
Н\ (У, 6;) = Н!: (3, 6») конечномерно. 


29.14. Следствие. Пусть Е — голоморфное векторное расслое- 
ние над компактной римановой поверхностью Х. Тогда прост- 
ранство Н*(Х, 0+) конечномерно. 


29.15. Мероморфные сечения. Пусть Е — голоморфное век- 
торное расслоение ранга п над римановой поверхностью X. 
Пусть И < Х— открытое множество, над которым существует 
голоморфная линейная карта й: Е’ —+ Их С”, иа— точка BU. 
Сечение FE Öz(UN {а}) представляется относительно этой карты 
п-столбцом голоморфных функций (+, ..., Fu) Еб(И\ а". 
Точка а называется полюсом порядка т для |, если все |, ва 
имеют полюс порядка < т или устранимую особенность и по 
крайней мере одна |, имеет в а полюс порядка т. Это опре- 
деление не зависит от выбора линейной карты в точке а. 

Под мероморфным сечением Е над открытым подмножеством 
У = X понимается голоморфное сечение {Е 0; (У’) над откры- 
тым подмножеством У’ с: У, такое, что 


(1) УХУ’ —дискретное подмножество в У, 
(ii) f в каждой точке аеЕУ\\ У’ имеет полюс. 
Совершенно аналогично предложению 14.12 доказывается 


29.16. Предложение. //усть Е —голоморфное векторное рас- 
слоение над римановой поверхностью X и У — относительно 
компактное открытое подмножество в Х. Тогда для каждой 
точки аЕУ существует мероморфное сечение Е над У, кото- 
рое в а имеет полюс, а в У 4а} голоморфно. 


29.17. Следствие. Всякое голоморфное векторное расслоение 
над компактной римановой поверхностью обладает глобальным 
мероморфным сечением, не равным нулю тождественно. 


29.18. Линейные расслоения и дивизоры. Пусть Е — голо- 
морфное линейное расслоение над римановой поверхностью Х 
и 1— глобальное мероморфное сечение E, не равное нулю 
тождественно. Тогда определен дивизор D сечения \р: для 
ae‘ (а) есть порядок 1 в а относительно линейной карты 
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на E в окрестности а. Этот порядок не зависит от карты. 
Далее, пучок Öz голоморфных сечений Е изоморфен пучку бь 
мероморфных кратных для —D. А именно, если fEM(U) 
и {> — 2 на 0, то Др есть. голоморфное сечение E над U; 
обратно, для каждого сечения ФЕб; (И) отношение {= ф/ф 
есть вполне определенная мероморфная функция из о@ (И) 
с > — 2 на 0. 

Эти соображения в определенном смысле представляют 
собой обращение утверждений из (29.11). 


$ 30. Тривиальность векторных 
расслоений 


В этом параграфе мы показываем, что на некомпактной 
римановой поверхности всякое голоморфное векторное Pac- 
слоение тривиально. Это нам понадобится в следующем па- 
раграфе при обсуждении проблемы Римана — Гильберта. 


30.1. Предложение. /Густь Е — голоморфное векторное рас- 
слоение ранга п над римановой поверхностью X. Пусть И = 
= (U ;): ‚— открытое покрытие X, h;;: Ev, — И, х С", iel,— 
голоморфный атлас для Е и (61; Е 2: (Ц, GL (n, Oo 
ствующий коцикл функций перехода. Тогда следующие утверж- 
дения эквивалентны: 


(1) Е голоморфно тривиально; 


(ii) существует n глобальных голоморфных сечений Ет,..., Е» 
и Е, таких, что в каждой точке хЕ Х векторы 
Fi (x), ‚F„(x)E E, линейно независимы; 


(iii) коцикл (@,) paspewum, т.е. С коцепь (g,) € 
Е С° (И, СГ (п, 6)), такая, что 


в,=8ю7т над U,NU, для всех i, jel. 
Доказательство. (1) = (ii). Так как Е голоморфно триви- 
ально, то голоморфная линейная структура на Е содержит 


карту hY Е + ХхС". Пусть е,;,...,е. — канонические единич- 
ные векторы в С” и F,, у=1, ..., п, — сечения E с 


й (Е. (х)) = (х, е,) для всех хЕХ. 


Тогда все Р, голоморфны и в каждом слое линейно незави- 
CHMBI. 

(ii)>(ili). Всякое сечение Р, относительно каждой карты 
й; можно представить как набор из п голоморфных функций 


№^Еб(И)), xx 1, ...)П, Пусть 8; есть матрица en syuv<sn 


ния ==—- чето ж IT орех Зет РУ ЖЬ ЗДА д рей. вЫ рае РЫБ Fe" чье.” ee Hr п RE re Dr у = BEACHTE, 
EEE аа: Зы ара а Я Ав EL EEE EN фо pen Е. DET ее 
x ER Я Fi $ x - роет ЕН FE = er a > 47. 2% : r - + Fr и 
3 “ # r > 
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Так как F, ..., Е, в каждом слое линейно независимы, TO 
Е СЁ (п, G(U,)). Кроме Toro, над И; ПИ, имеем 


:=8,8, и, значит, в,=а бт, 


т. е. коцикл (5;,) разрешим. 
(111) => (1. Из карт h,: Ви, — U,x С” мы построим линейную 
карту hY E— Xx U", голоморфно согласованную со всеми N,. 
Пусть оЕБи, и 1,(9) =:(х, И. Тогда положим й (0): = 
== (x, gi 't). Это определение не зависит от выбора карты, 
так как если оЕБи, и 1, (0) = :(х, Г), то t=g,l =gg57't 
и, значит, 8, ний. Непосредственно из определения сле- 


дует, что 1й: E—XxÜ”} голоморфно согласована с атласом, 
состоящим из всех A,. 


30.2. Лемма. Пусть Х — некомпактная риманова поверх- 
ность и Е —голоморфное векторное расслоение над X. Если Е 
имеет нетривиальное глобальное мероморфное сечение, то Е 
имеет также глобальное голоморфное сечение без нулей. 


Доказательство. Пусть {—нетривиальное мероморфное се- 
чение E над X и А< X —дискретное множество его нулей 
и полюсов. Пусть аЕА ий: Ву —+ Их С" — голоморфная ли- 
нейная карта для Е в открытой окрестности И За. Относи- 
тельно карты h сечение } представляется как ({,,...,/[,) Е MU)”. 
Пусть А (а) есть минимум порядков функций |, в точке а. 
По теореме Вейерштрасса (26.5), существует мероморфная 
функция Q@EcH (X), которая в каждой точке аЕА имеет по- 
рядок —^ (а), ав ХХ А голоморфна и нигде не равна нулю. 
Тогда Р:= 0} есть всюду голоморфное сечение E без нулей. 


30.3. Предложение. Всякое голоморфное линейное расслое- 
ние Е над некомпактной римановой поверхностью Х голоморфно 
тривиально. 


Доказательство. Пусть © =2У ЕУ;: ЕТУ. Ее... есть после- 
довательность относительно компактных областей Рунге в Х 
с UY,=X. По предложению 29.16, над каждой У, сущест- 
вует мероморфное сечение и, значит, по (30.2), существует 
голоморфное сечение, нигде не равное нулю. Поэтому, согласно 
предложению 30.1, Е над каждой У, тривиально. Тогда из 
аппроксимационной теоремы Рунге следует, что всякое голо- 
морфное сечение E над У, можно сколь угодно точно аппрок- 
симировать голоморфными сечениями E над У... Пусть 
Е бь(У,)— сечение, которое в точке аЕУ, не равно нулю. 
Можно построить последовательность [, € 6:(У.), у > |, такую, 
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что. lim {., (а) ==0 и для каждого vEN последовательность 


(У), и>у B 6, (Y,) сходится. Тогда предел последователь- 
ности (f,) есть сечение Е Ö;(X), не равное нулю тождественно. 
Как и выше, из этого следует, что Е над Х тривиально. 


30.4. Предложение. Всякое голоморфное векторное расслое- 
ние Е над некомпактной римановой поверхностью Х голоморфно 
тривиально. 


Доказательство. Мы докажем это предложение индукцией 
‚по рангу п расслоения E. ie индукции, n=1,—3T0 
предложение 30.3. | 


Шаг индукции n— 1 —* п. Пусть предложение уже доказано 
для всех расслоений ранга п Ти Е — расслоение ранга п. 

(а) Предположим сначала, что существует сечение F,„E 
€ 6,;,(X), нигде не равное нулю. Так как Е локально триви- 
ально, то имеется открытое покрытие И = (И ‚ie, принес 
X u ana каждого {Е / u сечения Fi, ..., РА. Е бь(И)), 
такие; что 2+ (х),, - 7,10): 7, (для всех хЕО, линейно 
независимы. Над пересечением U,NÜU, эти системы можно 
выразить друг через друга: 


о ЕЮ 


Здесь Fi, ..., Рё. объединены в один вектор-столбец Fl, 
(/ — матрица из GL(n—1, 6(U,NU,)) и a” есть вектор- 
столбец длины п — | с элементами из 0 (U, ПИ). Над И; ПИ, П 
ПИ, имеем СС” = 0", поэтому по индуктивному предполо-_ 
жению существуют матрицы G’EGL(n—1, 6(U ,)), такие, что. 


би = 61 (6/)-* на U;,NU,. 


Положим Fi=(G!)-! Ft, тогда из (1) следует, что 


(в (1 мВ 
в СЕ 


с некоторыми bDYEG(U,NU,)""". Над Ц; ПИ, ПИ, выполнено 
соотношение 6“ I bir — hir) поэтому, ввиду HF (U. 6)=0; - 
можно найти Tonne вектор-столбцы длины п b! Е 
Еб(И;)"-*, такие, что 


Би-ы-ы на И.ПИ, 
Положим Fi=Fi—biF,, тогда из (2) следует, что 


Fi Fi 
С )-( ; на U.nU,. 
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Поэтому Ё' объединяются в один глобальный набор (F,, ... 

FEB F 2-1) € 0Е(Х)"-*. Но построению; 2, (x), ..., F,(xX) для 
каждой xEX линейно независимы. Поэтому Е голоморфно 
тривиально. 


(5) Остается показать, что Е обладает голоморфным нигде 
не равным нулю сечением. По предложению 29.16 и лемме 
30.2, это имеет место над каждой относительно компактной 
областью Ус _Х; таким образом, согласно (а), Е тривиально 
над У. Теперь при помощи аппроксимационной теоремы Рунге, 
как в доказательстве (30.3), можно построить нетривиальное 
голоморфное сечение Ё над X. А тогда, по лемме 30.2, Е имеет 
также нигде не равное нулю голоморфное сечение. Тем самым 
предложение 30.4 доказано. 


30.5. Следствие. На всякой некомпактной римановой поверх- 
ности Х 


Н\(Х, СЕ (п, 6))=0; 


в частности, H!(X, 0*) =0. 

Здесь равенство Н'(Х, GL(n, 6))=0 означает, что для 
всякого открытого покрытия Й=(И;} поверхности X любой 
коцикл (5;,) Е 2 (И, СГ (п, 6)) разрешим. Это равносильно три- 
виальности всех голоморфных векторных расслоений над X. 


$ 31. Проблема Римана — Гильберта 


Мы уже видели в $ 11, что автоморфное поведение фунда- 
ментальной системы решений линейного дифференциального 
уравнения на римановой поверхности Х индуцирует гомомор- 
физм Т: n; (Х) —+ СГ. (п, С), который каждому элементу о Е л, (X) 
сопоставляет автоморфный множитель Го, на который умно- 
жается фундаментальная система при аналитическом продол- 
жении вдоль о. Обратно, можно спросить, существует ли для 
заданного гомоморфизма Т: n,(X)—GL(n, С) линейное диф- 
ференциальное уравнение на Х, такое, что автоморфное по- 
ведение фундаментальной системы его решений задается именно 
этим гомоморфизмом Т. Это называется проблемой Римана — 
Гильберта. В данном параграфе мы излагаем решение проблемы 
Римана —Гильберта на некомпактных римановых поверхно- 
стях, следуя Рёрлю [58]. 


31.1. Автоморфные множители. Пусть р: Y—X есть го- 
ломорфное, неразветвленное и безграничное накрывающее 
отображение римановых поверхностей и G:=Deck (У/Х) — 
группа его накрывающих преобразований. Голоморфное ото- 
бражение Ф: У—+СГ(п, С) называется мультипликативно 
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автоморфным с постоянными PPSDMORDHEINE множителями 


ТсЕ СГ (п, ©), сЕС, если 
оФ = ФТ. для всех 0EG. 
В этом случае соответствие о+>Т., как легко проверить, 


является гомоморфизмом групп G—GL(n, С), см. (11.6). 
Следующее предложение есть аналог предложения 38.4. 


31.2. Предложение. //усть Х, У — некомпактные римановы 
поверхности, р: У —+ Х —голоморфное, неразветвленное и без- 
граничное накрытие Галуа и G:=Deck (Y/X)—epynna его 
накрывающих преобразований. Тогда для каждого гомоморфизма 


T: G—GL(n, ©), оьТ., 


существует голоморфное отображение Ф: У — СГ (п, С) сав- 
томорфными множителями To. 


Доказательство. (а) Существуют открытое покрытие Ц = 
= (U ‚)ieı. поверхности X и С-карты 


9a тг): Pr (Ч) — U:,xXG, 


см. (28.3). Теперь мы определим на Y,:=p-!(U,) функции 
Y.: У, СЁ (п, С), полагая 


Ч: (И): =Тиуф-+ для всех yEY.. 


Так как Ч, локально постоянны, то они, в частности, голо- 
морфны. 
(6) Пусть yEY, и oEG. Тогда 


09; (у) =, (0—1) = Га; (6-1 = Гл; -1 6 =Та, д-*Го = 
= Ч: (9) Го. | 


Таким образом, функции Ф, уже обладают над U, требуемым 
автоморфным поведением. 

(с) Произведения Ру: = ФЕ СЁ (п, 6(Y,NY,)), согласно 
(6), инвариантны по отношению к накрывающим гпреобразо- 
ваниям и, значит, их можно рассматривать как элементы 
Е, ЕСЁ(п, 0(И;ПИ;)). Таким образом определен коцикл 
(Е) Е2 (Ц, GLin, 0)). Так как, согласно (30.5), НЦХ , GL(n, 6))= 
—=0, то этот коцикл разрешим и, значит, существуют элементы 
Е Е СЁ (п, 6(U,)), такие, что | 

Рите. над U,NnU,. 


Мы рассматриваем F, как элементы из GL(n, 0(У;)), инва- 
риантные относительно накрывающих преобразований, и по- 
лагаем 

D,:=Fr'W,EGLin, 0(У;)). 
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Тогда оФ, =Рго\4, = РГ. =Ф,Го для всех o€G. На пе- 
ресечении 5 ПУ, получается 


ФФ, = YARFW, ЧАР, = ФА ЧАЯ, = 1, 


т.е. Ф;,=Ф,;. Таким образом, Ф; объединяются в глобальную 
функцию DEGL (п, 6(Y)) с оФ=ФТ. для всех 0€G. 


31.3. Следствие. Пусть Х — некомпактная риманова поверх- 
ность и 


Т: п, (Х) СЁ (п, ©), оьТ., 


есть гомоморфизм групп. Тогда существуют матрица АЕ 
ЕМ (пхп, О (Х)) и фундаментальная система решений диф- 
ференциального уравнения 4 = Aw на универсальном накрытии 
поверхности X с автоморфными множителями To. 

Согласно (11.6), для доказательства надо просто применить 


предложение 31.2 к универсальному накрытию р: X—X по- 
верхности Х. 


31.4. Пусть Х — некомпактная риманова поверхность, 
$<хХ — замкнутое дискретное подмножество и Х’: =Х\ 5. 
Тогда следствие 31.3 можно, в частности, применить к X. 
Мы хотим еще усилить утверждение этого следствия тем, что 
получаемое дифференциальное уравнение во всех точках аЕ $ 
должно иметь особенности не более чем фуксова типа. Чтобы 
определение из (11.12) можно было перенести на этот общий 
случай, мы сначала докажем следующую лемму. 


Лемма. В принятых выше обозначениях пусть р: Y—X' 
есть универсальное накрытие над Х’. Пусть, далее, (U, 2) 
есть координатная окрестность точки аЕ 5 со следующими 
свойствами: 


(1) 2(И)=Ср— единичный круг и 2(а) =0, 

(ii) ЧП$ = {а}. 
Пусть 2р— какая-нибудь связная компонента в р7*(И\а). 
Тогда р: Z— UNa есть универсальное накрытие над UNa. 


Доказательство. По теореме Вейерштрасса (26.5), сущест- 
вует голоморфная функция [Е 0(Х), которая в а имеет нуль 
первого порядка, ав Х `\ а нигде не равна нулю. Тогда ®: = df/f— 
голоморфная дифференциальная форма в X’. Пусть у есть 
положительно ориентированная замкнутая кривая |2 | = 1/2в0. 

огда_ 


о В, A I ET FIT u Е Я EEE FE 
$, * ь . u re Ex ИЕ er ne ee . 19-5 г ? =? 


= я 
# 
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Отображение р: Z—UNa во всяком случае неразветвленное 
и безграничное; таким образом, к нему применимо предложе- 
ние 5.10. Если бы р: Z— (`\а не было универсальным накры- 
тием, то оно было бы изоморфно накрытию 


Е* —Е*, zrz#, 


с некоторым натуральным R > 1, где Е* —проколотый единичный 

круг. А тогда существовало бы А поднятий \,, ..., у, кривой у, 

которые объединяются в замкнутую кривую C=Y ... Y- 

Отсюда следовало бы, что 
k 


\ pro = 2 \ pro = > Jo =2ni, 


[+ =] У; =} 
Но, с другой стороны, \p*o=0, так как p*o на У обладает 


[4 
первообразной функцией. Противоречие! 

Пусть теперь, в тех же обозначениях, аш= Аш, где 
AEM(nxn, @(Х°’)), есть линейное дифференциальное урав- 
нение на Х’и ФЕС[ (п, 0(У)) —фундаментальная система 
решений. Дифференциальное уравнение называется уравнением 
фуксова типа в точке aES, когда для всякой связной ком- 
поненты Z множества р-* (И`\а) функция Ф |2 В 
условиям (11.12). 


31.5. Предложение. //Iycmo Х — некомпактная риманова 
поверхность, 5 —замкнутое дискретное подмножество в X u 
Х’: =Х\5. Пусть, далее, задан гомоморфизм 


Г: sn, (Х)— СЕ (п, С), oPT.,. 


Гогда существует дифференциальное уравнение 4 = Aw, АЕ 
ЕМ(пхп, ®(Х’)), которое в каждой точке аЕ $ является 
уравнением фуксова типа, и фундаментальная система реше- 
ний ФЕСГ (п, 6(У)) уравнения dw= Aw на универсальном 
накрытии р: Y— X’ поверхности X’ с автоморфными мно- 
жителями То. 


Доказательство. Пусть S=fa;: 1Е1}. Для каждого { вы- 
берем координатную окрестность (U,, 2;) точки а;, удовлет- 
воряющую условиям (1) и (ii) леммы 31.4. Мы можем EyIETarb, 
что 0%/. Пусть J:=/U{0}. Положим U,:=X’. Тогда U: 
= (U,)je s €CTb открытое покрытие X. Для Г | имеем И, П U,c > 
X’. Еще определим У’: =У u У;: =р-* (Иа; для всех 
iel. 

По предложению 31.2, существует функция У, ЕС1. (п, 6(Y,)) 
с 97, =Ч.Го для всех оЕл,(Х’). Для всех [Е Г, по пред-. 
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ложению 11.10, существуют элементы У, Е СЁ(п, 6(У;)) фук- 
сова типа, которые обладают тем же автоморфным поведением, 
что и Y,|Y,. Поэтому для 1, jEJ, ij, матрица 


Ру: = ЧР Е ОГ (п, 6(Y;NY,)) 


инвариантна относительно накрывающих преобразований и 
ее можно рассматривать как элемент F,;€GL(n,6 (И; ПИ,). 
Еще мы полагаем F,:=1lEGL(n, 0(0,)) для всех | Е/ и 
таким образом получаем коцикл 


(Ру) Е 22 (U, GL(n, 6)). 


Поскольку Н*(Х, ОГ (п, 0))=0, этот коцикл разрешим и, 
значит, существуют элементы РЕ СЁ (п, 0(И0;)) с 


Теперь для всех jE J мы определим 
Ф,: =РЯЧ, Е СЕ (и, 6(У))). 


Как ив (31.2), получается, что Ф, образуют единую глобаль- 
ную функцию ФЕСГ (п, 6(Y)) соФ = ФТ. для всех сЕл, (X). 
Над U ‚Na, имеем D=F7'Y,. Так как Ф,—фуксова типа и Fr! 
голоморфна во всей U,, то Ф—тоже фуксова типа. Матри- 
ца Ф является фундаментальной системой решений диффе- 
ренциального уравнения 44 = Аш с А: =аФ.Ф-*; эта A ин- 
вариантна при накрывающих преобразованиях и, значит, ее 
можно понимать как элемент AEM(nxn, 9(Х’)). Пред- 
ложение доказано. 


Приложение 


А. Разбиения единицы 


Разбиения единицы —важный прием анализа на дифферен- 
цируемых многообразиях. Мы собрали здесь факты, на кото- 
рые опирались в основном тексте книги. Доказательства чи- 
татель найдет, например, в [40], [43], [44]. 


А.1. Носителем Supp (f) вещественно- или комплекснознач- 
ной функции | на топологическом пространстве X называется 
замыкание множества {хЕХ: [(х)=20}. 

Стандартный пример С®-функции (т.е. бесконечно диф- 
ференцируемой функции) 5: R"—R, носитель которой есть 
замкнутый шар радиуса = > 0, задается условием 


га: = er (- Te P) при |x]<e, 
(0 при |x1>e. 


Здесь |х| = (x +: +|x,|%)"/7? обозначает евклидову норму 
в К”. Эти функции могут служить основой для построения 
всех дальнейших необходимых С®-функций. 


А.2. Под п-мерным многообразием понимается хаусдорфово 
пространство Х, каждая точка которого обладает окрестно- 
стью, гомеоморфной некоторому открытому подмножеству 
в К”. Гомеоморфизм @: U—-V открытого множества Исх 
на открытое множество VCR” называется картой на X. Две 
карты ф;: U,—V,„ 1=1, 2, называются гладко согласован- 
ными, когда отображение 


Ф.оф:": ф. (И, ПИ.) — $. (И: ПЦ.) 


и его обратное бесконечно дифференцируемы. Дифференцируе- 
мые многообразия определяются теперь вполне аналогично 
римановым поверхностям (см. $ 1), только биголоморфная 
согласованность всюду заменяется гладкой согласованностью. 
Римановы поверхности — это специальные 2-мерные дифферен- 
цируемые многообразия. 

На дифференцируемом многообразии имеет смысл понятие 
дифференцируемой функции: требуется, чтобы эта функция 
была бесконечно дифференцируемой относительно любой карты. 


ет те о BT ae a re SE ET р ET ТВ о ЕЕ И ЛЬ 
ER = x ur 3 м 4 - ; > u 5" =. 
. I 3 Fa Br x - 


Ей. 
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А.З. Определение. Пусть X — дифференцируемое многообра- 
зие и И=(И,;): ‚— открытое покрытие X. Дифференцируемым 
(или гладким) разбиением единицы, подчиненным покрытию И, 
называется семейство (5;):е! дифференцируемых функций 
5;: X—R со следующими свойствами: 

(1) 0<—#5;=<1 для всех iE/, 

(ii) Supp (g,)CU, для всех ЕЕ Г, 

(iii) семейство носителей Supp (g,), [Е /, локально конечно, 
т. е. каждая точка аЕХ имеет окрестность У, такую, что 
Уп чрр (5;) == © лишь для конечного числа индексов ГЕ Г, 


(iv) Ха; =1. 
| iel | 
(Ввиду (111), сумма в (iV) имеет смысл.) 


А.4. Предложение. Пусть Х — дифференцируемое много- 
образие со счетной топологией. Тогда для всякого открытого 
покрытия И многообразия X существует подчиненное ему дид- 
ференцируемое разбиение единицы. 


А.5. Следствие. /Густь X — дифференци руемое многообразие, 
К — компактное подмножество в X и И —открытая окрест- 
ность К. Тогда существует дифференцируемая Функция 
f: <—R с Зирр (Г) ЦИ, такая, что [|K=1. 


‚ Доказательство. Мы можем считать, что Х имеет счетную 
топологию (в противном случае Х надо заменить относительно 
компактной открытой окрестностью К). Пусть И, — принадле- 
жащая ( относительно компактная открытая окрестность К 
и 0.: =А\\К. Тогда существует подчиненное покрытию И = 
= (U,, U,) дифференцируемое разбиение единицы (8, 5,). 
Функция f:=g, обладает нужными свойствами. 


В. Топологические векторные 
‘пространства 


Мы приводим здесь используемые в книге понятия и факты 
из функционального анализа. Подробности и доказательства 
можно найти, например, в [41], [46]. 


В.1. Векторным пространством мы здесь всегда называем 
векторное пространство над полем комплексных чисел. Топо- 
логическое векторное пространство — это векторное простран- 
ство Е вместе с топологией на нем, такой, что сложение 


ExXE—E, (, ууьх-иу, 
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и умножение на скаляры 
CXE—E, (A, x)PrAx, 


являются непрерывными отображениями. В частности, тогда 
для каждого aEE перенос E—E, х-2а--х, является гомео- 
морфизмом. ПГПоэтому чтобы была известна топология BE, 
достаточно знать только базис окрестностей нуля. Если 3 — 
базис окрестностей нуля, то сдвинутые множества а- 0, 
О ЕЗ, образуют базис окрестностей точки а. 


В.2. Полунормы. //олунормой на векторном пространстве Е 
называется отображение р: E—R со следующими свойствами: 


() P&+Y)<Sp(x)+p(y) для всех x, уЕЁ, 
(ii) р(Ах)=|^|р (Хх для всех ЛЕС, хЕБ. 


Из (1) и (ii) следует, что р (х) 20 для всех x€E. Если, 
сверх того, р (х) = 0 только для х=0, то р называется нормой. 

Семейство р;, ГЕ /, полунорм на векторном пространстве E 
определяет топологию на Е следующим образом: базис окрест- 
ностей нуля состоит из множеств вида 


О (р. ...› Pi, =): =1хЕЁ: тах (Pi, (х), ..., Pi, (х)) < =}, 


й, ..., №Е1, &> 0. Эта топология хаусдорфова тогда и 
только тогда, когда из р, (х)=0 для всех ГЕ Г следует х=0. 

Топологическое векторное пространство называется локально 
выпуклым, когда его топологию можно определить в указан- 
‘ном выше смысле некоторым семейством полунорм.. 


В.3. Пространства Фреше. Последовательность (х„)„ ем 
элементов топологического векторного пространства называется 
последовательностью Коши, когда для всякой окрестности 
нуля U существует п, Е №, такое, что 


х„—х„ЕЦИ для всех п, m>n.- 


Топологическое векторное пространство Е называется про- 
странством Фреше, когда выполняются следующие условия: 

(1) топология в Е хаусдорфова и может быть определена 
при помощи счетного семейства полунорм; 

(ii) Е полное, т.е. всякая последовательность Коши в Е 
сходится. 

Пространство Фреше Е метризуемо. Пусть р,„, ПЕМ, — 
определяющее топологию семейство полунорм. Если для x, 
уЕЕ положить 


С _Pn&—y) 
ee > ей’ 
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то 4: ExXE—R будет метрикой на Е, которая определяет 
ту же топологию, что и полунормы p,, nEN. 

Замкнутое векторное подпространство FCE пространства 
Фреше само является пространством Фреше. Если Е;, [ЕГ, — 
счетное семейство пространств Фреше, то |] Е; с топологией 

ГЕ 1 
произведения — тоже пространство Фреше. 

В.4. Типичный пример пространства Фреше — это векторное 
пространство 0(Х) голоморфных функций на открытом MHO- 
жестве ХсС с топологией компактной сходимости, которая 
определяется полунормами 


рк (Г) : = зир [[(х)|, 
ХЕК 


где К пробегает компактные подмножества в X. Если К,, 
n € N, — последовательность компактных подмножеств X с 


U K„=Ä, то счетное семейство полунорм рк, определяет ту 
ПЕ! 
же топологию. 


В.5. Банаховы пространства и гильбертовы пространства. 
Полное нормированное векторное пространство называется ба- 
наховым пространством. Таким образом, банахово простран- 
ство— это специальное пространство Фреше; его топология 
определяется единственной нормой, которая тогда чаще всего 
обозначается символом || ||. 

Гильбертово пространство Е — это специальное банахово 
пространство, норма которого определяется скалярным произ- 
ведением 


‹,>: ExXE—C, |х|=УИ<х, №. 


Если А есть векторное подпространство гильбертова простран- 
ства E, то его ортогональное дополнение 


= {yEE: <y, х>=0 для всех хЕА} 


является замкнутым векторным BORUpBEIpaHETBON BE. Если 
само А тоже замкнуто, то Е = АС А+ 


В.6. Теорема Банаха. // усть Е, Е— пространства Фреше u 
f: Е —*-Е— непрерывное линейное и сюръективное отображение. 
Тогда f открыто. 


В.7. Следствие. /Iycmo Е, Е—банаховы пространства и 
Г: Е —*Е— непрерывное линейное сюръективное отображение. 
Тогда найдется константа С > 0 со следующим свойством: для 
всякого YEF существует элемент хЕЕ, такой, что 


Г(х) =у u |х|<С]У|. 
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Доказательство. Пусть И := {хЕЁЕ: ||x||< 1}. Так как f 
по теореме Банаха открыто, то существует = > 0, такое, что 


Г(И)5У := {yEF: |у|< 2}. 


Положим С := 2/в. Пусть задано ИЕР. Если у=0, мы возь- 
мем х=0. В противном случае A:=||y||>0. Элемент 


y; = 77 у лежит в И, и поэтому существует хх ЕЦ с[(х,) = и. 
Для х:= АСх: тогда имеем |(х) =уи 
хх ll <AC=Cjy|, ur. д. 


В.8. Теорема Хана — Банаха. //ycmo Е — локально выпуклое 
векторное пространство, Е СЕ — векторное подпространство 
и Ф: Е, —>С— непрерывный линейный функционал. Тогда су- 
ществует непрерывный линейный функционал ф: Е —* С, такой, 
что Ф|! Е, = Фо. 


В.9. Следствие. Пусть Е — локально выпуклое векторное 
пространство и АсВсЕ — векторные подпространства. П ред-_ 
положим, что для всякого непрерывного линейного фунчкцио- 
нала ф: Е >С, такого, что g|A=0, имеем также ф| В =0. 
Тогда А всюду плотно в В. 


Доказательство. Если бы А не было всюду плотным в В, 
то существовал бы элемент b,EB, такой, что 56 А. Пусть 
Е. := АФСЬ,. Определим линейный функционал фо: Е, — С, 
полагая @,(a+Ab,):=A для аЕА, ЛЕС. Легко видеть, что 
ф, непрерывен. По теореме Хана — Банаха, @, можно продол- 
жить до непрерывного линейного функционала ф: Е —+ (С. Для 
этого функционала имеем ф | А ==0, но ф| В ЕЁ О. Противоречие! 


В.10. Компактные отображения. Линейное отображение 
р: E— Р между двумя топологическими векторными простран- 
ствами Е, F называется компактным или вполне непрерывным, 
когда существует окрестность нуля U BE, такая, что ф(И) 
относительно компактно принадлежит Р. Компактное линей- 
ное отображение, в частности, непрерывно. 


Пример. Пусть X — открытое подмножество в С и УЕХ — 
относительно компактное открытое подмножество в Х. Тогда 
отображение сужения 


В: 0(Х) —6(У), Frflr, 


компактно. Это доказывается так. Поскольку У компактно 
принадлежит X, то 


И := {ГЕ б(Х): зир|Ё(х) | < 1} 


ХЕУ 


_ 240 - ПРИЛОЖЕНИВ ге 
_ есть окрестность нуля вб(Х). По теореме Монтеля, множество — 
М := 4 Еб(У): suplswWi<i | 
‘компактно в 6(У). Так как В(И)=М, то отсюда и следует 
утверждение. | | 
В.11. Теорема Л. Шварца, Пусть Е, Е— пространства | 
Фреше u 9, ф: Е —* Г— непрерывные линейные отображения. 
Пусть отображение ф сюръективно, а ф компактно. Тогда’ 
образ отображения ф—\: E—F имеет конечную коразмер- 
ность в Е. | 
Доказательство см. в [60]. 
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